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Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êèíå-
òèêó ðåêîìáèíàöèè ïåðâè÷íîé ïëàçìû â ðàííåé Âñå-
ëåííîé. Ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ
ñâîéñòâ èñõîäíîé ñèñòåìû âûñîêîé ðàçìåðíîñòè äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ñèñòåìû ìàëîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðàÿ â ñóùå-
ñòâåííîì ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé. Öå-
íîé íåêîòîðîãî óñëîæíåíèÿ àëãîðèòìà ðàñ÷åòà êîýôôè-
öèåíòîâ, îïèñûâàþùèõ ìîäåëüíûé àòîì ñ ìàëûì ÷èñ-
ëîì ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé, ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íî èñïîëü-
çóåìûìè ìåòîäàìè, äîñòèãàåòñÿ ïîëíîå ñîâïàäåíèå ðå-
øåíèÿ ïîëó÷àåìîé ìàëîðàçìåðíîé ñèñòåìû ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè èñõîäíîé ñèñòåìû. Îïèñû-
âàåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ
êèíåòèêè ðåêîìáèíàöèè, ïî òî÷íîñòè ñðàâíèìûé ñ èí-
òåãðèðîâàíèåì ïîëíîé ìíîãîóðîâíåâîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé êèíåòèêè, à ïî çàòðàòàì âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ
â ðàñ÷åòå íà îäíó ìîäåëü � ñ ìåòîäîì, èñïîëüçóåìûì â
êîäå RECFAST.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ðåêîìáèíàöèÿ àòîìîâ, êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, òî÷íàÿ ðåäóêöèÿ.
Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðàñ÷åòà êèíåòèêè êîñìîëîãè÷åñêîé ðåêîìáèíàöèè, ïðèãîäíûõ

äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè èíòåðïðåòàöèè ïðåöèçèîííûõ èçìåðåíèé àíèçîòðîïèè ðåëèê-
òîâîãî ôîíà, ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ óäîâëåòâîðèòü äâóì â îïðåäåëåííîé ñòå-
ïåíè ïðîòèâîðå÷àùèì äðóã äðóãó òðåáîâàíèÿì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, íåîáõîäèìî ÷òîáû
òî÷íîñòü òåîðåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé áûëà àäåêâàòíà òî÷íîñòè íàáëþäåíèé. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïðè îïðåäåëåíèè êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ìîäåëüíûõ
ðàñ÷åòîâ ñ íàáëþäåíèÿìè òðåáóåòñÿ ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ìî-
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äåëåé, ÷òî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû, çàòðà÷èâàåìûå äëÿ
ðàñ÷åòà êàæäîé èíäèâèäóàëüíîé ìîäåëè.

Îäíèì èç ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ òî÷íîñòü è òðóäîåìêîñòü ðàñ÷åòîâ, ÿâëÿåòñÿ òî,
íàñêîëüêî ïîëíî â èñïîëüçóåìîé òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà
ðåêîìáèíèðóþùåãî àòîìà. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ
òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà â ìîäåëè ó÷èòûâàåòñÿ íå ìåíåå íåñêîëüêèõ
äåñÿòêîâ èëè, â çàâèñèìîñòè îò öåëè ðàñ÷åòà, ñîòåí ñîñòîÿíèé [1, 2].

×òî êàñàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé, òî ïðÿìîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé ðåêîìáèíàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîóðîâíåâîãî ìîäåëüíîãî àòîìà ñâîäèò-
ñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ëèáî æåñòêîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ëèáî äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðè âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ðåøå-
íèå çàäà÷ òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêèì, ÷òî íå ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî
èñïîëüçîâàòü òàêîå ïðÿìîå ìîäåëèðîâàíèå ïðè èíòåðïðåòàöèè íàáëþäåíèé. Îñíîâíûì
ìåòîäîì ñíèæåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè äî ïðèåìëåìîãî óðîâíÿ ñëóæèò ïåðåõîä
îò ìíîãîóðîâíåâîãî ìîäåëüíîãî àòîìà ê ìîäåëüíîìó àòîìó ñ ìàëûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.
Òàêîé ïåðåõîä áóäåò äàëåå íàçûâàòüñÿ ðåäóêöèåé çàäà÷è, à ìàëîðàçìåðíûé ìîäåëüíûé
àòîì � ðåäóöèðîâàííûì.

Ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì âàðèàíòîì ñâåäåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû êèíåòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ê ñèñòåìå, îïèñûâàþùåé ðåêîìáèíàöèþ ðåäóöèðîâàííîãî àòîìà, ÿâëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå òåõ èëè èíûõ óïðîùàþùèõ ôèçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé î íàñåëåííîñòÿõ
âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé. Ýòîò ïîäõîä èñïîëüçîâàí, â ÷àñòíîñòè, â [3, 1] ïðè ðàçðàáîòêå
êîäà RECFAST, ãäå ðåäóêöèÿ âûïîëíÿëàñü â äâà ýòàïà. Âî-ïåðâûõ, áûëî èñïîëüçîâàíî
ïðèáëèæåíèå l-ðàâíîâåñèÿ, ò,å, áûëî ïðèíÿòî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ãëàâíîì êâàí-
òîâîì ÷èñëå n íàñåëåííîñòè ïîäóðîâíåé òîíêîé ñòðóêòóðû ïðîïîðöèîíàëüíûõ èõ ñòà-
òèñòè÷åñêèì âåñàì. Äàëåå, ìíîãîóðîâíåâûé ìîäåëüíûé àòîì áûë çàìåíåí ýêâèâàëåíò-
íûì äâóõóðîâíåâûì ñ ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòîì ðåêîìáèíàöèè íà âòîðîé óðîâåíü,
ïðèáëèæåííî ó÷èòûâàþùèì âëèÿíèå êàñêàäíûõ ïåðåõîäîâ ÷åðåç âûñîêîâîçáóæäåííûå
ñîñòîÿíèÿ.

Ïîãðåøíîñòü ðåäóêöèè, âîçíèêàþùàÿ âñëåäñòâèå ïðèíÿòèÿ óïîìÿíóòûõ âûøå óïðî-
ùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé, áûëà ÷àñòè÷íî ñêîìïåíñèðîâàíà ñ ïîìîùüþ ïîëóýìïèðè÷å-
ñêîé ïîïðàâêè, âûáðàííîé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïî âîçìîæíîñòè íàèëó÷-
øåå ñîãëàñèå ðåøåíèÿ äëÿ ðåäóöèðîâàííîãî àòîìà ñ ðåøåíèåì ïîëíîé ìíîãîóðîâíåâîé
ñèñòåìû. Òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå àëãîðèòìà îêàçàëàñü äîñòàòî÷íîé äëÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïðè îáðàáîòêå èìåþùèõñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàáëþäåíèé àíèçîòðîïèè ðå-
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ëèêòîâîãî ôîíà. Îäíàêî ïîãðåøíîñòè, âîçíèêàþùèå èç-çà íåïîëíîé êîìïåíñàöèè îøè-
áîê ðåäóêöèè, ñëèøêîì âåëèêè äëÿ òîãî, ÷òîáû êîä ìîã áûòü èñïîëüçîâàí ïðè àíàëèçå
ïëàíèðóåìûõ âûñîêîòî÷íûõ íàáëþäåíèé â ðàìêàõ ýêñïåðèìåíòà Planck [4].

Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ñâåäåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ê ðåäó-
öèðîâàííîé ïðåäëîæåí â [5]. Öåíîé óñëîæíåíèÿ àëãîðèòìà ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ,
îïèñûâàþùèõ ðåäóöèðîâàííûé àòîì, äîñòèãàåòñÿ ïîëíîå ñîâïàäåíèå ðåøåíèÿ ðåäóöè-
ðîâàííîé ñèñòåìû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè ìíîãîóðîâíåâîé l-ðàâíîâåñíîé
ñèñòåìû, ò.å. ïîãðåøíîñòü âòîðîãî ýòàïà ðåäóêöèè â ýòîì ìåòîäå îòñóòñòâóåò. Îäíàêî
îøèáêè, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåíèÿ l-ðàâíîâåñèÿ, äåëàþò íåâîçìîæíûì
èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ìåòîäà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèì êîððåêòíûé ó÷åò ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïî óãëîâîìó ìîìåíòó. Â îñîáåííîñòè ýòî îòíîñèòñÿ ê ðàñ÷åòàì èíòåíñèâíîñòåé
ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåêîìáèíàöèè, ïîñêîëüêó ó÷åò íåðàâíîâåñíî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïîäóðîâíÿì òîíêîé ñòðóêòóðû êà÷åñòâåííî ìåíÿåò ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ êîñìîëîãè÷åñêîãî ðåêîìáèíàöèîííîãî ñïåêòðà [6, 7].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä òî÷íîé ðåäóêöèè, îáîáùàþùèé ðåçóëüòàòû
ðàáîòû [5] íà ñëó÷àé îòêàçà îò ïðèáëèæåíèÿ l-ðàâíîâåñèÿ. Îïèñûâàåìûé ìåòîä ïîçâî-
ëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ êèíåòèêè ðåêîìáèíàöèè, ïî òî÷íîñòè ñðàâíèìûé ñ
èíòåãðèðîâàíèåì ïîëíîé ìíîãîóðîâíåâîé ñèñòåìû óðàâíåíèé êèíåòèêè, à ïî çàòðàòàì
âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ â ðàñ÷åòå íà îäíó ìîäåëü � ñ ìåòîäîì, èñïîëüçóåìûì â êîäå
RECFAST. Èçëîæåíèå âåäåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê çîíå ðåêîìáèíàöèè âîäîðîäà, îäíàêî
îïèñûâàåìûé ìåòîä ðåäóêöèè áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé ïðèìåíèì è ê îáåèì çîíàì
ðåêîìáèíàöèè ãåëèÿ.

Îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå ïðåäïîëîæåíèÿ è èñõîäíûå óðàâíåíèÿ êèíåòèêè. Â îñíîâå
èñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ëåæèò ñëåäóþùàÿ ôèçè÷åñêàÿ êàðòèíà. Âîäîðîä ðå-
êîìáèíèðóåò â ïîëå ÷åðíîòåëüíîãî èçëó÷åíèÿ ñ òåìïåðàòóðîé, ðàâíîé êèíåòè÷åñêîé
òåìïåðàòóðå ïëàçìû. Ñêîðîñòü ðàäèàöèîííûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó âñåìè âîçáóæäåííûìè
ñîñòîÿíèÿìè (ñâÿçàííûìè è ñâîáîäíûìè) âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïëàçìû èç-çà êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ, òàê ÷òî íàñåëåííî-
ñòè ñîñòîÿíèé ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n ≥ 2 ìîæíî îïðåäåëèòü â ðàìêàõ êâàçèñòà-
öèîíàðíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ò.å. èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ñêîðîñòåé ïðîöåññîâ, íàñåëÿþùèõ
è îïóñòîøàþùèõ ýòè ñîñòîÿíèÿ. Ìîäåëüíûé àòîì èìååò K ñâÿçàííûõ âîçáóæäåííûõ
ñîñòîÿíèé, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû: r íèçêîâîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé è K − r

âûñîêîâîçáóæäåííûõ.
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Ïåðåõîäû â èçëó÷åíèè è â ïîãëîùåíèè ìåæäó îñíîâíûì è âûñîêîâîçáóæäåííûìè
ñîñòîÿíèÿìè òî÷íî êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà è ìîãóò ïîýòîìó íå ó÷èòûâàòüñÿ â óðàâ-
íåíèÿõ êèíåòèêè. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó îñíîâíûì
ñîñòîÿíèåì è êîíòèíóóìîì. Åäèíñòâåííûé êàíàë îáðàçîâàíèÿ àòîìîâ â îñíîâíîì ñîñòî-
ÿíèè � íåñêîìïåíñèðîâàííûå ïåðåõîäû èç r íèçêîâîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé â îñíîâíîå.
Â êâàçèñòàöèîíàðíîì ïðèáëèæåíèè ýòè æå ïåðåõîäû ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííîé ïðè÷è-
íîé òîãî, ÷òî ñâÿçàííûå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ íå íàõîäÿòñÿ â ïîëíîì ðàâíîâåñèè ñ
ïëàçìîé.

Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å, ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî
íåñêîìïåíñèðîâàííûå ïåðåõîäû â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäÿò òîëüêî ñ óðîâíÿ n = 2.
Â ýòîì ñëó÷àå â ïðèáëèæåíèè l-ðàâíîâåñèÿ r = 1 è ïðåäëàãàåìûé çäåñü ïîäõîä ïðèâîäèò
ê ìåòîäó, îïèñàííîìó â [5], à ó÷åò íåðàâíîâåñíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî óãëîâîìó ìîìåíòó
äàåò çíà÷åíèå r = 2. Ñëó÷àé r > 2 ìîæåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè íåîáõî-
äèìîñòè ó÷èòûâàòü âëèÿíèå äâóõôîòîííûõ ïåðåõîäîâ â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå [8�11]. Ïðè
ýòîì ñëåäóåò êðîìå ñîñòîÿíèé 2S è 2P îòíåñòè ê íèçêîâîçáóæäåííûì íåñêîëüêî ñîñòî-
ÿíèé nS, nD ñ n > 2.

Äëÿ çàïèñè ñèñòåìû óðàâíåíèé ðåêîìáèíàöèè è åå ðåøåíèÿ â êîìïàêòíîé ôîðìå
ââåäåì K-ìåðíûå âåêòîðà-ñòîëáöû, ò.å. K × 1 ìàòðèöû
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R1,1 · · · R1,K

... . . . ...
RK,1 · · · RK,K


 ,

è äèàãîíàëüíûå K ×K ìàòðèöû

L(m) =




L
(m)
1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · L

(m)
K


 ,

ãäå m = 0, 1. Çäåñü êîìïîíåíòû âåêòîðà N ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàñåëåííîñòè ñâÿçàí-
íûõ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé, N(0) � çíà÷åíèå N, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâíîâåñèþ âîç-
áóæäåííûõ óðîâíåé ñ ïëàçìîé, N(1) = N −N(0), à ýëåìåíòû ìàòðèö B(0) è B(1) ðàâíû
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ñêîðîñòÿì îáðàçîâàíèÿ àòîìîâ â âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ôîòî-
ðåêîìáèíàöèè è ïðè ïåðåõîäàõ ñ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìàòðèöà R îïèñûâàåò ïåðåõîäû
ìåæäó âîçáóæäåííûìè ñîñòîÿíèÿìè, à ìàòðèöû L(0) è L(1) � óìåíüøåíèå íàñåëåííî-
ñòåé âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé èç-çà ôîòîèîíèçàöèè è ïåðåõîäîâ â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
ñîîòâåòñòâåííî. Èç ïðèíöèïà äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ñëåäóþò ðàâåíñòâà RN(0) = 0 è
L(0)N(0) = B(0) .

Óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèö âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåðâûå r ýëåìåíòîâ
âåêòîðà N îòíîñÿòñÿ ê íèçêîâîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèÿì, ïîýòîìó L

(1)
i , B

(1)
i = 0 ïðè i > r.

Âåëè÷èíû L(0), R è B(0)/Ne
2 çàâèñÿò òîëüêî îò òåìïåðàòóðû ïëàçìû T è íå çàâèñÿò

îò ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè Ne è íàñåëåííîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ Ng. Ïîñêîëüêó â
ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ Ni ¿ Ng, òî Ne è Ng ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (Ne + Ng)a

3 =

const, ãäå a � ìàñøòàáíûé ôàêòîð.
Ïðè îïèñàííûõ âûøå ôèçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþ-

ùàÿ èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè àòîìîâ âîäîðîäà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè Ng è íàñåëåííîñòè
âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé N ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

N = − (R− L)−1 B , (1)

dNg

dt
=

r∑
i=1

(Bi − LiNi)− 3HNg , (2)

ãäå H(t) � ïàðàìåòð Õàááëà. Íàèáîëåå òðóäîåìêîé ÷àñòüþ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñëó-
æèò âû÷èñëåíèå N èç óðàâíåíèÿ (1), ò.ê. ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè â
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè K.

Îäíàêî íàñåëåííîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìåíÿåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò ïåðåõîäîâ ìåæäó
îñíîâíûì è íèçêîâîçáóæäåííûìè ñîñòîÿíèÿìè. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè
(2) äîñòàòî÷íî çíàòü Ni ëèøü äëÿ ñîñòîÿíèé ñ i ≤ r, ÷èñëî êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî íèæå,
÷åì ïîëíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé ìîäåëüíîãî àòîìà, èñïîëüçóåìîãî ïðè òî÷íûõ ðàñ÷åòàõ.
Îñíîâíàÿ èäåÿ îïèñûâàåìîãî ìåòîäà ðåäóêöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàìåíèòü ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïîðÿäêà K íà ðåøåíèå ñèñòåìû ïîðÿäêà r ¿ K äëÿ íåèçâåñò-
íûõ Ni, i = 1, . . . , r. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ðàñ÷åò óêàçàííûõ êîìïîíåíò âåêòîðà N, à
ñëåäîâàòåëüíî è èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé êèíåòèêè ðåêîìáèíàöèè, ñ ãîðàçäî ìåíüøè-
ìè çàòðàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, ÷åì ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ðåøåíèè èñõîäíîé
ñèñòåìû.

Òî÷íàÿ ðåäóêöèÿ óðàâíåíèé êèíåòèêè ðåêîìáèíàöèè. Ââåäåì r × K ìàòðèöó Π ñ
ýëåìåíòàìè Πij = δij, ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, è åå òðàíñïîíèðîâàííóþ ΠT . Äëÿ
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ïðîèçâîëüíîãî K-ìåðíîãî âåêòîðà-ñòîëáöà V îáîçíà÷èì V̂ = ΠV, à äëÿ ïðîèçâîëüíîé
K × K ìàòðèöû M îáîçíà÷èì M̂ = ΠMΠT . Òîãäà V̂ ÿâëÿåòñÿ r-ìåðíûì âåêòîðîì-
ñòîëáöîì, à M̂ � r × r ìàòðèöåé.

Îáîçíà÷èì Q = R− L(0) è çàïèøåì ðåøåíèå (1) â âèäå

N = −SB , (3)

ãäå S =
(
Q− L(1)

)−1. Ïîñêîëüêó L(1) = ΠT L̂(1)Π, òî ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ èçìåíåíèÿ
îáðàòíîé ìàòðèöû ïðè ìàëîðàíãîâîé ìîäèôèêàöèè èñõîäíîé è îáîçíà÷àÿ P = Q−1

ïîëó÷àåì
S = P + PΠT D̂−1ΠP , (4)

ãäå
D̂ = (L̂(1))−1 + P̂ . (5)

Ïîäñòàíîâêà (4) â (3) äàåò ñëåäóþùåå ðåøåíèå äëÿ íàñåëåííîñòåé íèçêîâîçáóæäåí-
íûõ ñîñòîÿíèé:

N̂ = N̂(0) − P̂
(
D̂−1

(
ΠPB(0) + P̂B̂(1)

)
+ B̂(1)

)
. (6)

Ñèñòåìà (6, 2), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåäóöèðîâàííûì àíàëîãîì ñèñòåìû (1, 2), ïîëíîñòüþ
îïèñûâàåò èçìåíåíèå íàñåëåííîñòè àòîìîâ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ðàçìåðíîñòè r + 1, ÷òî ñóùåñòâåííî íèæå
ðàçìåðíîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû. Îäíàêî ïîïûòêà íåïîñðåäñòâåííîãî ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ïîêàçûâàåò, ÷òî óïðîùåíèå, ïî-
ëó÷åííîå ïðè ðåäóêöèè çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè êàæóùèìñÿ. Äåëî â
òîì, ÷òî âõîäÿùèå â (6) âûðàæåíèÿ D̂, P̂ è ΠPB(0) õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
r × r ìàòðèöàìè è r-ìåðíûì âåêòîðîì, îäíèì èç íåîáõîäèìûõ ýòàïîâ èõ âû÷èñëåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå K ×K ìàòðèöû Q, êîòîðîå ïðè ñòàíäàðòíîì ïîäõîäå ê âû÷èñëå-
íèþ (6) íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ. Çàòðàòû âû÷èñëè-
òåëüíûõ ðåñóðñîâ íà ýòó îïåðàöèþ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ó÷èòûâàåìûõ âîçáóæäåííûõ
ñîñòîÿíèé ðåçêî ðàñòóò è áûñòðî ñòàíîâÿòñÿ äîìèíèðóþùèìè. Ò.å. ñèòóàöèÿ èäåíòè÷íà
òîé, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî ïðè ðåøåíèè ïîëíîãî óðàâíåíèÿ (1), è ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ
äëÿ åäèíè÷íîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçîâàíèå ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû âìåñòî
èñõîäíîé íå äàåò çàìåòíûõ ïðåèìóùåñòâ.

Ïðè èíòåðïðåòàöèè íàáëþäåíèé, îäíàêî, íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû äëÿ áîëü-
øîãî ÷èñëà íàáîðîâ êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, à â ýòîé ñèòóàöèè âîçìîæíî êàðäè-
íàëüíîå óìåíüøåíèå çàòðàò ðåñóðñîâ â ðàñ÷åòå íà îäíó ìîäåëü. Êàê áûëî óêàçàíî âûøå,
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â èñïîëüçóåìîé çäåñü ôèçè÷åñêîé êàðòèíå ðåêîìáèíàöèè âåëè÷èíû P̂ è ΠPB(0)/Ne
2 ÿâ-

ëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî òåìïåðàòóðû T . Åñëè èõ ïðåäâàðèòåëüíî çàòàáóëèðîâàòü íà
èíòåðåñóþùåì íàñ äèàïàçîíå òåìïåðàòóð è çàòåì èñïîëüçîâàòü ïðè èíòåãðèðîâàíèè ðå-
äóöèðîâàííîé ñèñòåìû, òî âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ïðàâîé ÷àñòè (6) ñâåäåòñÿ ê íåñêîëüêèì
ïðîñòûì àëãåáðàè÷åñêèì îïåðàöèÿì íàä âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè íèçêîé ðàçìåðíîñòè r.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå
êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� íà 2009�2013 ãîäû ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà
Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé 08�02�00493-a.
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