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Ïîëó÷åíû ïîïðàâêè ê ôîðìóëå Òàììà ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêà ïðè ìàëûõ îòíîøåíèÿõ äëèíû òðåêà òî÷å÷íî-
ãî çàðÿäà â ñëó÷àå èçëó÷åíèÿ Âàâèëîâà�×åðåíêîâà ê ðàñ-
ñòîÿíèþ äî òî÷êè ïðèåìà äëÿ êîíå÷íîãî òðåêà â âîëíî-
âîé çîíå Ôðåíåëÿ. Ðåçóëüòàò îáñóæäàåòñÿ â êîíòåêñòå
ðåàëüíûõ óñëîâèé ëóííîãî ýêñïåðèìåíòà ËÎÐÄ ïî ðåãè-
ñòðàöèè ðàäèîèçëó÷åíèÿ îò êàñêàäîâ, ïîðîæäàåìûõ íåé-
òðèíî è êîñìè÷åñêèìè ëó÷àìè âáëèçè ëóííîé ïîâåðõíî-
ñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èçëó÷åíèå Âàâèëîâà�×åðåíêîâà, ôîðìóëà Òàììà, êîíå÷íûé òðåê,
âîëíîâàÿ çîíà Ôðàóíãîôåðà, Ôðåíåëÿ.

×àñòî â ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïðè ðàñ÷åòå èçëó÷åíèÿ Âàâèëîâà�×åðåíêîâà
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êîíå÷íóþ äëèíó òðåêà çàðÿæåííîé ÷àñòèöû èëè ïðîòÿæåííîãî
èçáûòêà çàðÿäà, âîçíèêàþùåãî â êàñêàäàõ, ðàçâèâàþùèõñÿ â ñðåäàõ ñ ïîêàçàòåëåì ïðå-
ëîìëåíèÿ, áîëüøèì åäèíèöû. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âàæíî ïðè ðåãèñòðàöèè êîãåðåíòíîãî
ðàäèîèçëó÷åíèÿ îò êàñêàäîâ. Õîðîøî èçâåñòåí ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé âïåðâûå Òàììîì
[1], äëÿ èçëó÷åíèÿ Âàâèëîâà�×åðåíêîâà â âîëíîâîé çîíå Ôðàóíãîôåðà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
òî÷å÷íûé çàðÿä q äâèæåòñÿ â ñðåäå ðàâíîìåðíî è èìååò êîíå÷íûé òðåê. Ïðè ýòîì ÿâíî
íå ó÷èòûâàåòñÿ ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå ïðè åãî áûñòðîì óñêîðåíèè è çàìåäëåíèè. Ðåçêîå
âêëþ÷åíèå è âûêëþ÷åíèå òîêà qv ïðèâîäèò ê ñèëüíûì îñöèëëÿöèÿì â óãëîâîì ðàñïðå-
äåëåíèè èçëó÷åíèÿ (ñì. îáñóæäåíèå â ðàáîòå [2]). Òàêæå ïðåíåáðåãàåòñÿ ïîïðàâêàìè,
ñâÿçàííûìè ñ ïðèáëèæåííûì ïðåäñòàâëåíèåì çàðÿäà δ-ôóíêöèåé, êîòîðîå âåðíî äëÿ
áåñêîíå÷íîãî òðåêà, à äëÿ êîíå÷íîãî åãî òî÷íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ áîëüøèì ïàðàìåòðîì kl

îòíîøåíèÿ äëèíû òðåêà l ê äëèíå èçëó÷àåìîé âîëíû λ = 2π/k. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
âûïîëíåíî óñëîâèå kl>>1, â ÷àñòíîñòè, îíî âûïîëíÿåòñÿ ñ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòüþ
äëÿ l = λ. Ôîðìóëà Òàììà äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà òîêà, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè

Ó÷ðåæäåíèå Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï.Í. Ëåáåäåâà ÐÀÍ, 119991,
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z, èìååò âèä:

A = 4π(q/c2)βn(exp(−ikR)/R) sin kl(βn cos θ − 1)/βn)/k(βn cos θ − 1). (1)

Çäåñü c � ñêîðîñòü ñâåòà, n � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ, β = v/c, v � ñêîðîñòü çàðÿ-
äà, R � ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû òðåêà, âûáðàííîé â êà÷åñòâå íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷å-
òà, äî òî÷êè èçìåðåíèÿ èçëó÷åíèÿ, θ � óãîë ìåæäó îñüþ z è âîëíîâûì âåêòîðîì k .
Ôîðìóëà (1) ñïðàâåäëèâà â âîëíîâîé çîíå Ôðàóíãîôåðà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà R/l, êîãäà èçëó÷åíèå èìååò âèä òðåõìåðíîé ñôåðè÷åñêîé âîëíû è åãî óãëîâàÿ
çàâèñèìîñòü ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììå íàïðàâëåííîñòè, øèðèíà êîòîðîé òåì ìåíüøå,
÷åì äëèííåå òðåê çàðÿäà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ôîðìóëå (1) â �÷åðåíêîâñêîì� íà-
ïðàâëåíèè cos θc = 1/βn ôîðìàëüíî èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü, ðàñêðûòèå êîòîðîé
ñíèìàåò êàæóùóþñÿ îñîáåííîñòü è ïðèâîäèò ê èñ÷åçíîâåíèþ çàâèñèìîñòè âåêòîðíîãî
ïîòåíöèàëà îò βnλ, âìåñòî êîòîðîé ïîÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü
ïîëÿ îò l âìåñòî îñöèëëÿòîðíîé, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî âäàëè îò �÷åðåíêîâñêîãî� íàïðàâ-
ëåíèÿ. Òàêîé ñêà÷îê îçíà÷àåò íåàíàëèòè÷íîñòü ôîðìóëû (1) ïî óãëó θ ïðè çíà÷åíèè
θc, îòâå÷àþùåì cos θc = 1/βn. Êàê óâèäèì íèæå, ñëåäñòâèåì ýòîãî áóäåò ïîÿâëåíèå
îñîáåííîñòè ïðè ñòðåìëåíèè θ ê θc â ðàçëîæåíèè ïîëÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó l/R.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê èçìåíÿåòñÿ ôîðìóëà (1) ïðè ïåðåõîäå èç âîëíîâîé çîíû Ôðà-
óíãîôåðà â âîëíîâóþ çîíó Ôðåíåëÿ, êîãäà ïðè kl>>1 èçó÷åíèå ñôîðìèðîâàíî íå ïîë-
íîñòüþ â òîì ñìûñëå, ÷òî åùå íå ñôîðìèðîâàíà ñôåðè÷åñêàÿ âîëíà ñ ôðàóíãîôåðîâîé
äèàãðàììîé íàïðàâëåííîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííû ïîïðàâêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå
ìàëîìó ïàðàìåòðó l/R. ×òîáû íàéòè òàêèå ïîïðàâêè, ðàññìîòðèì èñõîäíûé èíòåãðàë
[1] äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà

A = qv/c2R

l/2∫

−l/2

exp(ik(
√

(R2 + z′2 − 2R cos θz′)− z′/βn)dz′. (2)

Ïðåäñòàâëÿÿ êîðåíü â ýêñïîíåíòå ïîä èíòåãðàëîì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó
ïàðàìåòðó l/R è èíòåãðèðóÿ, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì ôîðìóëó Òàììà (1). Â
ñëåäóþùèõ ïðèáëèæåíèÿõ èíòåãðàëû òîæå ëåãêî áåðóòñÿ è ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ïî-
ïðàâêè (ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ âòîðûì ïîðÿäêîì ïî l/R) ê ôîðìóëå (1):

A = 4π(qn/c)(v/c)(exp(−ikR)/R){(sin kl(βn cos θ − 1)/βn)/k(βn cos θ − 1)[1 + ikl2(1−

−2 cos θ/4R + ikl3(9− 22 cos2 θ)/16R2] + (l/R) cos θ[(βn cos kl(1− βn cos θ)/2βn)/ik(1−
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−βn cos θ) + 2i(βn)2/k2l(βn cos θ − 1)2]− (l/2r)(1− cos2 θ)[(4βn sin kl(βn cos θ−

−1)/2βn)/k2l(βn cos θ − 1) + (βn cos kl(βn cos θ − 1)/2βn)/k(βn cos θ − 1)]−

−3βn(l2/4R2(βn cos θ − 1))(9− 22 cos2 θ)[2βn(sin kl(βn cos θ − 1)/2βn)/k(βn cos θ−

−1)(1/4−2β2n2/k2l2(βn cos θ−1)2)−2βn(cos kl(βn cos θ−1)/2βn)/k(βn cos θ−1)]}. (3)

Ýòî ðàçëîæåíèå íå òîëüêî ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó l/R, íî è îäíîâðåìåííî ïî ìàëî-
ìó ïàðàìåòðó (kl)−1. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòü ýòèõ ïîïðàâîê ñîâïàäàåò ïî ôàçå ñ ãëàâíûì
÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ, à ÷àñòü ñäâèíóòà ïî ôàçå íà π/2. Ñóùåñòâåííî òàêæå, ÷òî ÷ëåíû,
ìàëûå ïî ïàðàìåòðó (kl)−1, èìåþò îñîáåííîñòü â íàïðàâëåíèè ìàêñèìóìà èçëó÷åíèÿ
Âàâèëîâà�×åðåíêîâà θ = θc. Ýòî îòðàæàåò àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð ðàçëîæåíèÿ ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó (kl)−1 îäíîâðåìåííî ñ ðàçëîæåíèåì ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó l/R. Ïî-
ñêîëüêó ýòè ÷ëåíû äîëæíû áûòü ìàëûìè ïî îáîèì ïàðàìåòðàì ïî ñðàâíåíèþ ñ 1, òî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçëîæåíèå (3) ïðè íåäîñòàòî÷íî áîëüøèõ R/l òåðÿåò ñèëó âáëèçè
òàêèõ óãëîâ θ, äëÿ êîòîðûõ ýòè ÷ëåíû ïî âåëè÷èíå ïðèáëèæàþòñÿ ê 1. Åñëè ýòè ÷ëåíû
ïîðÿäêà 1 äëÿ âñåõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ íàïðàâëåíèé, òî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
(3) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî äëÿ ãðóáûõ îöåíîê, èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî è ãëàâíûé
÷ëåí ðàçëîæåíèÿ óæå íå ãîäèòñÿ â êà÷åñòâå äîìèíèðóþùåãî, êàêîâûì îí ÿâëÿåòñÿ ïðè
áîëüøèõ R/l. Â òî æå âðåìÿ, ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì (3) íà ãðàíèöå åãî ïðèìåíèìîñòè,
ìîæíî îòâåòèòü íà âîïðîñû, èíòåðåñíûå â ïðèëîæåíèÿõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷åò ðåàëü-
íîãî çàòóõàíèÿ â ñðåäå, òî åñòü ìíèìîé ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ,
ñíèìàåò ýòè îñîáåííîñòè ïðè θ = θc, íî áîëüøàÿ âåëè÷èíà ýòèõ ÷ëåíîâ ïðè íåêîòî-
ðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà R/l ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëàâíûì ÷ëåíîì ïî-ïðåæíåìó îçíà÷àåò
íåïðèìåíèìîñòü ðàçëîæåíèÿ (3) â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå óãëîâ θ âáëèçè θ = θc.

Â ÷àñòíîñòè, íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ñèòóàöèÿ, ðåàëèçóþùàÿ-
ñÿ â ýêñïåðèìåíòå ËÎÐÄ [3] (Ëóííûé Îðáèòàëüíûé ÐàäèîÄåòåêòîð) ïî ðåãèñòðàöèè
ðàäèîèçëó÷åíèÿ Âàâèëîâà�×åðåíêîâà êàñêàäîâ îò êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé è íåéòðèíî óëü-
òðàâûñîêèõ ýíåðãèé â ëóííîì ðåãîëèòå. Ýòî èçëó÷åíèå âûõîäèò èç ðåãîëèòà â âàêóóì,
ãðàíèöà ìåæäó êîòîðûìè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ íå ñëèøêîì øåðîõîâàòûõ ïîâåðõ-
íîñòåé ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïëîñêîé. Â ñëó÷àå íåéòðèíî äëÿ ãëóáèí â íåñêîëüêî ìåòðîâ è
äëèíû êàñêàäà ïîðÿäêà ìåòðà ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà íàõîäèòñÿ â
âîëíîâîé çîíå Ôðåíåëÿ, ãäå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïîïðàâêè (3) ê ôîðìóëå Òàììà. Â
ñëó÷àå êàñêàäîâ âî ëüäó äëÿ ýêñïåðèìåíòà ÀÍÈÒÀ [4], õîòÿ ðàññòîÿíèÿ äî ïëîñêîé
ãðàíèöû ïîðÿäêà ñîòåí ìåòðîâ, òàêîå óòî÷íåíèå ðàññ÷èòûâàëîñü ÷èñëåííî äëÿ áîëåå
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ðåàëèñòè÷íîé ìîäåëè êàñêàäà [2] áîëüøèõ äëèí, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àìïëèòóäà ñèã-
íàëà çàìåòíî ñíèæàëàñü, à äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè ñîîòâåòñòâåííî ðàñøèðÿëàñü.
Ýòî åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê �íåäîôîðìèðîâàíèå� ñèãíàëà. Â ñëó÷àå Ëóíû è
äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ýêñïåðèìåíòà ýòè ïîïðàâêè áóäóò äðóãèìè è ïðèâåäóò ê òîìó, ÷òî
ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîÿâÿòñÿ ïîïðàâêè ê ãëàâíîìó ÷ëåíó óæå â
çîíå Ôðàóíãîôåðà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ïëîñêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíèòñÿ
àìïëèòóäà è äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ïîâåðõíîñòè Ëóíû
ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì, êîãäà êàñêàä íàõîäèòñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ãðàíèöû,
äîñòàòî÷íîì äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñôåðè÷åñêîé âîëíû, òî åñòü ñàìà ãðàíèöà íàõîäèòñÿ â
çîíå Ôðàóíãîôåðà ïî îòíîøåíèþ ê èñòî÷íèêó.

Ñäåëàåì îöåíêè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3) äëÿ ïàðàìåòðîâ â ýêñïåðèìåíòå ËÎÐÄ.
Ïóñòü äëèíà òðåêà ýôôåêòèâíîãî èçëó÷àþùåãî çàðÿäà êàñêàäà îò íåéòðèíî ðàâíà
l = 1 ì, ãëóáèíà òðåêà R = 10 ì, äëèíà âîëíû λ = 1 ì, â âàêóóìå, ïîêàçàòåëü ïðåëîì-
ëåíèÿ ðåãîëèòà n = 1.7. Â ôîðìóëå (3) åñòü ÷ëåíû, èìåþùèå �òàììîâñêóþ� óãëîâóþ
íàïðàâëåííîñòü. Ñðåäè íèõ ïðè âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõ ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé l/R,
äëÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ �÷åðåíêîâñêîãî� íàïðàâëåíèÿ ñîñòàâëÿåò 60% îò ãëàâíîãî
÷ëåíà. Ïðàâäà, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî èç-çà ñäâèãà ïî ôàçå íà π/2 âêëàä â àìïëèòó-
äó ïîëÿ îêàçûâàåòñÿ ïðèìåðíî 17%, íî îí áûñòðî ðàñòåò ñ óáûâàíèåì ðàññòîÿíèÿ äî
òðåêà. Â òî æå âðåìÿ ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà ïî l/R ñîñòàâëÿåò 11% îò ãëàâíîãî
÷ëåíà äëÿ ðàññìîòðåííûõ ïàðàìåòðîâ, íî îíà åùå áûñòðåå ðàñòåò ïðè óìåíüøåíèè R.
×òî êàñàåòñÿ ïîïðàâîê, èìåþùèõ îñîáåííîñòü ïðè �÷åðåíêîâñêîì� íàïðàâëåíèè, òî èìè
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ òåõ íàïðàâëåíèé è òåõ ðàññòîÿíèé îò òðåêà, êîãäà îíè ìàëû
ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåéòðèíî â óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà ËÎÐÄ, êîãäà òðåê çàãëóáëåí
íà íåñêîëüêî ìåòðîâ, ñ îãðàíè÷åííîé òî÷íîñòüþ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Òàììà.
Íî äëÿ êàñêàäîâ îò êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé, êîòîðûå ðàçâèâàþòñÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ëó-
íû, ýòî íå òàê, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ãðàíèöà íàõîäèòñÿ â áëèæíåé çîíå èñòî÷íèêà èçëó-
÷åíèÿ è ïîòîìó ïîïåðå÷íàÿ âîëíà åùå íå ñôîðìèðîâàíà. Õîòÿ ðàçëîæåíèå (3), â îñíîâå
êîòîðîãî ëåæèò äîìèíèðîâàíèå ïåðâîãî ÷ëåíà, î÷åâèäíûì îáðàçîì íå ïðèìåíèìî äëÿ
ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ ðàññòîÿíèé äî èñòî÷íèêà, íî îíî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ôîðìèðîâà-
íèå èçëó÷åíèÿ Âàâèëîâà�×åðåíêîâà íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî äëÿ íàïðàâëåíèé ââåðõ
èç-çà òîãî, ÷òî ãðàíèöà íàõîäèòñÿ â áëèæíåé çîíå èñòî÷íèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíèöà
ñèëüíî âëèÿåò íà ñàì ìåõàíèçì èçëó÷åíèÿ, à ôîðìèðîâàíèå ïîïåðå÷íîãî èçëó÷åíèÿ
ïðîèñõîäèò âíå ñðåäû. Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðåå ìîæíî ãîâîðèòü î ïåðåõîäíîì èçëó÷åíèè
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çàðÿäà íà ãðàíèöå, êîãäà àìïëèòóäà è óãëîâàÿ íàïðàâëåííîñòü ñèãíàëà ñóùåñòâåííî
îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àÿ èçëó÷åíèÿ Âàâèëîâà�×åðåíêîâà, ïîëíîñòüþ ñôîðìèðîâàííîãî â
ñðåäå, ñîãëàñíî ôîðìóëå Òàììà, íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ãðàíèöû è çàòåì âûõîäÿ-
ùåãî â âàêóóì. Ñàìî ðåøåíèå çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ÷èñëåííî, òàê
êàê â ýòîì ñëó÷àå äàæå ïîëå íà ãðàíèöå íå ìîæåò áûòü íàéäåíî àíàëèòè÷åñêè.
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