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Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé èîíîâ, îïðåäåëÿþùèåñÿ èîííî-çâóêîâîé òóðáóëåíò-
íîñòüþ ïëàçìû, êîãäà íàëè÷èå äâóõ ñîðòîâ èîíîâ ïðè-
âîäèò ê ïîâûøåíèþ âûíóæäåííîãî ðàññåÿíèÿ èîííî-
çâóêîâûõ âîëí íà èîíàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èîííûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, òóðáóëåíòíàÿ ïëàçìà.
Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

äëÿ èîíîâ â ìîäåëè èîííî-çâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè (ÈÇÒ) Ñèëèíà�Óðþïèíà [1, 2], êî-
ãäà äëÿ ïëàçìû ñ äâóìÿ ñîðòàìè èîíîâ, áëàãîäàðÿ ðàçëè÷èþ îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ eα ê
èõ ìàññå mα

e1

m1

6= e2

m2

,

âåðîÿòíîñòü âûíóæäåííîãî ðàññåÿíèÿ èîííî-çâóêîâûõ âîëí íà èîíàõ ìîæåò ñóùå-
ñòâåííî âîçðàñòàòü ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì e1/m1 = e2/m2, îòâå÷àþùèì ìîäå-
ëè Áû÷åíêîâà�Ñèëèíà�Óðþïèíà [3, 4]. Ñîîòâåòñòâåííî ýòî îòíîñèòñÿ è ê ìîäåëè
Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè [5, 6].

Â îñíîâó äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ïîëîæåíû ðåçóëüòàòû òåîðèè ÈÇÒ ïëàçìû,
ñîäåðæàùåé äâà ñîðòà èîíîâ, ñôîðìóëèðîâàííîé â ðàáîòàõ [1, 2]. Â ðàáîòå [1] áûëè
çàïèñàíû êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ èîíîâ â âèäå (α = 1, 2):

∂fα

∂t
+

eα

mα

E
∂fα

∂v
+ v

∂fα

∂r
= Jα + JΛα, (1)

ãäå äîáàâëåíû òàêæå èíòåãðàëû ñòîëêíîâåíèé Ëàíäàó JΛα èîíîâ ñ èîíàìè (ñì., íàïð.,
[7] ). Ïðè ýòîì

Jα =
1

2m2
α

∫
dk

(2π)3

∫
dk′

(2π)3
N(k)N(k′)Wα(k,k′, 0)

(
k
′′ ∂fα

∂v

)2

, (2)

Ó÷ðåæäåíèå Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà ÐÀÍ,
119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïð-ò, 53.
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ãäå fα � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ ñîðòà α, N(k) � ðàñïðåäåëåíèå ïî âîëíîâûì
âåêòîðàì ïëîòíîñòè ÷èñëà èîííî-çâóêîâûõ âîëí ñî ñïåêòðîì ω = kvs(1+k2r2

De)
−1/2, vs =

ωLrDe � ñêîðîñòü çâóêà, rDe � äåáàåâñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíîâ, ω2
L = ω2

L1 + ω2
L2 è ωLα =

(4πe2
αNα/mα)1/2 � ëåíãìþðîâñêàÿ ÷àñòîòà èîíîâ ñîðòà α, èìåþùèõ ïëîòíîñòü Nα. Â

ôîðìóëå (1) òàêæå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå Wα(k,k′, 0), äëÿ êîòîðîãî, ñîãëàñíî [1],

Wα(k,k′, 0) = 4(2π)3|Λαk,k′, 0|2
(

ω
∂ε(ω,k)

∂ω

)−2

δ(ω − ω′), (3)

ãäå ε(ω,k) = 1 + δεe(ω,k) + δε1(ω,k) + δε2(ω,k), δεe è δεα � ïàðöèàëüíûå âêëàäû â
ïðîäîëüíóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ýëåêòðîíîâ è äâóõ ñîðòîâ èîíîâ. Íàêîíåö,
ñ÷èòàÿ âûïîëíåííûì íåðàâåíñòâî

rDe À rDαmax[1, |eαNα/eNe|1/2], (4)

ãäå rDα � äåáàåâñêèé ðàäèóñ èîíîâ ñîðòà α, e è Ne � çàðÿä è ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ,
ìîæíî, ñîãëàñíî [1], çàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ

Λα(k,k′, 0) =
1

(2π)3

eα

ω

kk′

kk′
×

× 1

δε1(0,k− k′) + δε2(0,k− k′)

∑

β=1,2

(
eα

mα

− eβ

mβ

)
δεβ(0,k− k′). (5)

Â ïðèáëèæåíèè ìàêñâåëëîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé èîíîâ îòñþäà èìååì:

Λ1(k,k′0) =
1

(2π)3

e1

ω(k)
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e1

m1

− e2

m2

)
e2
2N2T1

e2
1N1T2 + e2

2N2T1

(
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)
, (6)

Λ2(k,k′0) =
1

(2π)3

e2
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)
e2
1N1T2
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)
. (7)

Äëÿ àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èîííî-çâóêîâûõ ïóëüñàöèé

N(k) = N(k)Φ(cos θ), (8)

ãäå θ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì âîëíîâîãî âåêòîðà è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ E. Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ñòåïåíü íåèçîòåðìè÷íîñòè ïëàçìû äîñòà-
òî÷íî âåëèêà:

ZTe

T
À

(
1− e2m1

e1m2

)−2

, (9)
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ãäå T � òåìïåðàòóðà ïîðÿäêà òåìïåðàòóðû ïåðâîãî ñîðòà èîíîâ T1 è âòîðîãî ñîðòà
èîíîâ T2, e1 è e2 � çàðÿäû èîíîâ äâóõ ñîðòîâ, Z � õàðàêòåðíàÿ ñòåïåíü èõ èîíèçàöèè,
Te � òåìïåðàòóðà ýëåêòðîíîâ. Ïðè ýòîì (ñì. [2])
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√
π

2
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De

ωLe
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2

ω2
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y(krDe), (10)

ãäå

y(x) =
1
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[
ln
√

1 + x2 + 1

x
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1 + x2
− 1

3(1 + x2)3/2

]
. (11)

Ðàñïðåäåëåíèå èîííî-çâóêîâûõ ïóëüñàöèé ïî óãëàì, ñîãëàñíî [1], ïðè KN ¿ λ(1 + δ)2

èìååò âèä
Φ(x) =

4KN

3πλ(1 + δ)

1

x

d

dx

x4

(1 + ε− x)1−α
, (12)

à ïðè KN À λ(1 + δ)2:

Φ(x) =
2KN

πλ

1

x2

d

dx

x∫

0

t5dt

ϕ(t)
√

x2 − t2
, (13)

ãäå

ϕ(t) =
1

2

(
KN

λ

)1/2 {
1.03 + 0.17t2 − 0.66t4 − 1.85t2

√
1− t2 ln

[√
1− t2 + 1

t

]}
. (14)

Çäåñü λ = 0.5, δ � îòíîøåíèå äåêðåìåíòîâ ÷åðåíêîâñêîãî çàòóõàíèÿ âîëí íà èîíàõ è
ýëåêòðîíàõ,

KN = 6π2 eNeEω2
Le

ω8
LrDe

ω2
L1r

4
D1 + ω2

L2r
4
D2

(r2
D1 + r2

D2)
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(
e1
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− e2
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≡ E

EN

. (15)

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (15), óäîáíûé äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ
ñïåêòðà ÈÇÒ ïàðàìåòð KN îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó íàïðÿæåííîñòè ïîðîæäàþùåãî òóð-
áóëåíòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðíîé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ EN .
Ââåäåì, íàêîíåö, îáîçíà÷åíèå äëÿ ìîìåíòîâ ôóíêöèè Φ(x),

Mn =

1∫

0

dxxnΦ(x). (16)

Ñîãëàñíî [1], â ñëó÷àå ñèëüíûõ ïîëåé, êîãäà KN À λ(1 + δ)2, äëÿ ìîìåíòîâ èìååì

M0 = 2.47

√
KN

λ
, M1 = 1.84

√
KN

λ
, M2 = 1.44

√
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λ
,
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M3 = 1.17

√
KN

λ
, M4 = 0.99

√
KN

λ
. (17)

Âñå ýòè îáîçíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (1) Jα â âèäå
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)
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]
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J2
∼= λ

4
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9
Lr2
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− e2
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ãäå
τ =

1

2
[M2

0 + M0M4 + 4M2
2 + 4M3M1 − 3M0M2 − 2M2

1 − 3M2M4 − 2M2
3 ], (20)

ξ = M0M2 −M2
1 −M0M4 −M2

2 + 2M1M3 + 3M2M4 − 3M2
3 . (21)

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû äëÿ M0,M1,M2,M3,M4 (ñì. (17)), ïîëó÷àåì

τ = 0.50

(
KN

λ

)
, ξ = 0.13

(
KN

λ

)
. (22)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ f1 è f2 ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ ñâÿçàííûõ
óðàâíåíèé äèôôóçèè â ïðîñòðàíñòâàõ ñêîðîñòåé èîíîâ

∂f1

∂t
= D1⊥

(
∂2f1

∂v2
x

+
∂2f1

∂v2
y

)
+ D1‖

∂2f1

∂v2
z

+ JΛ1, (23)

∂f2

∂t
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(
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∂v2
x

+
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∂v2
y

)
+ D2‖

∂2f2

∂v2
z

+ JΛ2. (24)

Ïðè ýòîì äëÿ òóðáóëåíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè èìååì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

D1⊥ = 0.50
3π

8
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,
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,
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8
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L2r
4
D2

,
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. (25)
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Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòè êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè, áëàãîäàðÿ èõ çàâèñèìîñòè îò
ïëîòíîñòåé Nα è òåìïåðàòóð Tα, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè ôóíêöèé fα.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ ñëàáûõ ïîëåé, êîãäà èìååò ìåñòî óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå
(12). Ìàëûå ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé ïàðàìåòðû α è ε çàâèñÿò îò ìîìåíòîâ Mn (16):

α = (M0 − 9M2 + 10M4)/(1 + δ), ε = (M2 −M4)/(1 + δ). (26)

Òîãäà, ïðåäñòàâèâ ôîðìóëó (12) â âèäå

Φ(x) =
4KN

3πλ(1 + δ)
Ψ(x), (27)

äëÿ âûðàæåíèé Mn èìååì Mn = 4KNan/3πλ(1 + δ), ãäå

Ψ(x) =
1

x

d

dx

x4

(1 + ε− x)1−α
=

x2[4(1 + ε)− (3 + α)x]

(1 + ε− x)2−α
, an =

1∫

0

dx · xnΨ(x). (28)

Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó èìååì:

an = εα−1

[
1 +

n+2∑
m=0

ε1+m(n− 1)
(n + 3−m)m

(α)m+1

]
− (1 + ε)n+2+α (n + 2)!(n− 1)

(α)n+3

, (29)

ãäå (z)0 = 1 è (z)n = z(z + 1)...(z + n − 1) � ñèìâîë Ïîõãàììåðà [8]. Î÷åâèäíî, ÷òî
ñîãëàñíî (20), (21), τ è ξ îêàæóòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà KN ,
õàðàêòåðèçóþùåãî âåëè÷èíó íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,

τ =

[
4KN

3πλ(1 + δ)

]2

τ̄ , ξ =

[
4KN

3πλ(1 + δ)

]2

ξ̄, (30)

ãäå
τ̄ =

1

2
(a2

0 − 3a0a2 − 2a2
1 + a0a4 + 4a1a3 + 4a2

2 − 3a2a4 − 2a2
3), (31)

ξ̄ = a0a2 − a2
1 − a0a4 − a2

2 + 2a1a2 + 3a2a4 − 3a2
3. (32)

Â ïðåäåëå KN ¿ λ(1+δ)2, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ
α è ε,

α ≈ ln2

ln[3πλ(1 + δ)2(ln2)/2KN ]
, ε ≈ 2KN

3πλ(1 + δ)2ln2
ln

[
3πλ(1 + δ)2ln2

2KN

]
(33)

èç (31) è (32) ïðèáëèæåííî íàõîäèì:

τ̄ ≈ 3πλ(1 + δ)2

4KN
, (34)
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ξ̄ ≈ 3

5
α

[
3πλ(1 + δ)2

4KN

]
. (35)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ñðàâíèòåëüíî íåñèëüíûõ ïîëåé ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ äèôôóçèîííûõ
óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé, ïî âèäó àíàëîãè÷íûõ óðàâíåíèÿì (23) è (24), íî ñ
èíûìè òóðáóëåíòíûìè êîýôôèöèåíòàìè äèôôóçèè â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé v1 è v2:
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1

2

eENevs
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ω2
L1r

4
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4
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L2r
4
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,
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4
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L2r
4
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,

D2⊥ =
1

2

eENevs

m2N2
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L2r

4
D2

ω2
L1r

4
D1 + ω2

L2r
4
D2

,

D2‖ =
3α

10

eENevs

m2N2

ω2
L2r

4
D2

ω2
L1r

4
D1 + ω2

L2r
4
D2

. (36)

Ñîïîñòàâèì âûðàæåíèÿ (36), ïîëó÷åííûå ïðè KN ¿ λ(1 + δ)2, è (25), ïîëó÷åííûå ïðè
KN À λ(1 + δ)2. Åñëè KN ' λ(1 + δ)2, òî âûðàæåíèÿ (36) äëÿ D1⊥ è D2⊥ îòëè÷àþò-
ñÿ îò âûðàæåíèé, äàâàåìûõ ôîðìóëàìè (25), íà ìíîæèòåëü 8/3π ' 0.85. Òàêæå ïðè
KN ' λ(1 + δ)2, âûðàæåíèÿ (36) äëÿ D1‖ è D2‖ îòëè÷àþòñÿ îò âûðàæåíèé, äàâàåìûõ
ôîðìóëàìè (25), íà ìíîæèòåëü 0.8α/0.13π ' 1.15. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÷èñëåííóþ
áëèçîñòü âûðàæåíèé (25) è (36) íà ãðàíèöå îáëàñòè èõ ïðèìåíèìîñòè, ìîæíî, íå ïðåòåí-
äóÿ íà âûñîêóþ òî÷íîñòü, ïðåäëîæèòü èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (25)
è (36) êàê àïïðîêñèìàöèþ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè âî âñåì îáñóæäàåìîì äèàïàçîíå
èçìåíåíèÿ îòíîøåíèÿ KN/λ(1 + δ)2, òî åñòü íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Ïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè èíòåãðàëû ñòîëêíîâåíèé èîíîâ, îáóñëîâ-
ëåííûå ÈÇÒ, ïðåæäå âñåãî äåìîíñòðèðóþò âëèÿíèå àíèçîòðîïèè òóðáóëåíòíîñòè, ÷òî
ïîìèìî îòêðûâàþùèõñÿ âîçìîæíîñòåé ïîëó÷åíèÿ íîâûõ, êîíêðåòíûõ ñëåäñòâèé â òåî-
ðèè ÿâëåíèé ïåðåíîñà äåìîíñòðèðóåò îãðàíè÷åííîñòü âñåãî èñïîëüçóåìîãî íàìè äî ñèõ
ïîð ïîäõîäà ê òåîðèè òàêîé òóðáóëåíòíîñòè. Ïîñëåäíåå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òðåáóåìûé
ýêñïåðèìåíòîì ñèëüíûé íàãðåâ èîíîâ âñòóïàåò â ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì îá
èõ ìàêñâåëëîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ñòàâèò âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè
óãëóáëåíèÿ ðàçðàáîòêè òåîðèè ÈÇÒ. Âìåñòå ñ òåì, â ñëó÷àå áûñòðîé ðåëàêñàöèè èç-çà
îáû÷íûõ ïàðíûõ ñòîëêíîâåíèé èîíîâ, ïðèâîäÿùåé ê ìàêñâåëëèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
èîíîâ è ê âûðàâíèâàíèþ èõ òåìïåðàòóð, îáóñëîâëåííûå ÈÇÒ êîýôôèöèåíòû äèôôó-
çèè â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé èîíîâ (ñì.(25) è (36)), îêàçûâàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò
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òåìïåðàòóðû èîíîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óïðîùåíèþ òåîðèè òóðáóëåíòíîãî
íàãðåâà èîíîâ.

Àâòîðû âûðàæàþò ïðèçíàòåëüíîñòü çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó ýòîé ðàáîòû â ðàì-
êàõ ïðîåêòà N 09-02-00674 ÐÔÔÈ è Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðå-
çèäèóìà ÐÀÍ N 30.
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