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Àíàëèçèðóåòñÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò êâàçèèìïóëüñà
îïòè÷åñêèõ è àêóñòè÷åñêèõ ôîíîíîâ â êðèñòàëëàõ òèïà
àëìàçà. Ïîêàçàíî, ÷òî â òàêèõ êðèñòàëëàõ çàêîí äèñ-
ïåðñèè îïòè÷åñêèõ âåòâåé âáëèçè öåíòðà çîíû Áðèëëþ-
ýíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííî-
ãî óðàâíåíèÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàçè-
÷àñòèöàì (îïòè÷åñêèì ôîíîíàì) ñ îòðèöàòåëüíîé ýô-
ôåêòèâíîé ìàññîé. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ
äëÿ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ
âåòâåé âî âñåé çîíå Áðèëëþýíà íà îñíîâå èñïîëüçîâà-
íèÿ ñèíóñîèäàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðîâåäåíî ñîïîñòàâ-
ëåíèå ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé çàêîíîâ
äèñïåðñèè ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäî-
âàíèÿ ñïåêòðîâ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ â êðè-
ñòàëëàõ àëìàçà. Óñòàíîâëåí çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êî-
îðäèíàò è âðåìåíè äëÿ îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ ñ îòðèöà-
òåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàññîé ïîêîÿ ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, àíàëîãè÷íûé ïðåîáðàçî-
âàíèÿì Ëîðåíöà â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôîíîí, ýôôåêòèâíàÿ ìàññà, êâàçè÷àñòèöà, ñêîðîñòü, çàêîí äèñïåð-
ñèè, îïòè÷åñêàÿ âåòâü, àêóñòè÷åñêàÿ âåòâü, ñèíóñîèäàëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Â êâàçèãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè â êðèñòàëëå ïðèñóòñòâóåò ãàç êâàçè÷àñòèö,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûì âîçáóæäåíèÿì êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè � àêóñòè÷å-
ñêèì è îïòè÷åñêèì ôîíîíàì [1�4]. Ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ àêóñòè÷åñêèå è îïòè-
÷åñêèå ôîíîíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êëàññè÷åñêèå ÷àñòèöû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ
îïðåäåë¼ííîé çàâèñèìîñòüþ ýíåðãèè E(p) = ~ω(k) îò êâàçèèìïóëüñà p = ~k. Ñîîòâåò-
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ñòâåííî íàõîäèòñÿ çàêîí äèñïåðñèè ω(k) =
E(p/~)
~

îïòè÷åñêèõ è àêóñòè÷åñêèõ âåòâåé
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè, à òàêæå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ V = dE/dp = dω(k)/dk è
ýôôåêòèâíàÿ ìàññà m =

1
d2E
dp2

=
~

d2ω
dk2

ôîíîíîâ. Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ äèíàìèêè êðè-

ñòàëëè÷åñêèõ ðåø¼òîê ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå âèäà çàêîíà äèñïåðñèè ω(k). Îáû÷íî äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ çàêîíà äèñïåðñèè ω(k) àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ âåòâåé ðåøàåòñÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ çàäà÷à êîëåáàíèé àòîìîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè ïðè îïðåäåëåííîì çàêîíå
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè. Ïðè ýòîì âû÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòû äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû
è ðåøàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå [1, 2]. Â ðåçóëüòàòå óñòàíàâëèâàåòñÿ
çàêîí äèñïåðñèè ω(k) àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ âåòâåé â ÷èñëåííîì âèäå. Ðåøåíèå
òàêîé çàäà÷è äëÿ ðåàëüíûõ òð¼õìåðíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð â àíàëèòè÷åñêîì
âèäå, êàê ïðàâèëî, îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì.

Â äàííîé ðàáîòå ñòàâèëàñü çàäà÷à íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî âèäà çàêîíîâ äèñ-
ïåðñèè ω(k) àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ âåòâåé â êðèñòàëëå àëìàçà è óñòàíîâëåíèÿ õà-
ðàêòåðèñòèê îïòè÷åñêèõ è àêóñòè÷åñêèõ ôîíîíîâ â ýòîì êðèñòàëëå, ñâÿçàííûõ ñ óñòà-
íîâëåííûìè çàêîíàìè äèñïåðñèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è àíàëèçèðîâàëèñü
ñâîéñòâà èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè, ìîäåëèðóþùåé ñòðóêòó-
ðó òèïà àëìàçà â îïðåäåë¼ííîì êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîì íàïðàâëåíèè.

Ðèñ. 1: Îäíîìåðíàÿ ìîíîàòîìíàÿ öåïî÷êà ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâÿçÿìè. Óïðóãîñòü γ0

äîïîëíèòåëüíîé ñâÿçè äåéñòâóåò â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè!

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì (ñì. [5�8]) òàêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíàÿ ìîíîàòîìíàÿ
öåïî÷êà ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâÿçÿìè (ñì. ðèñ. 1). Áóäåì ó÷èòûâàòü ñâÿçü òîëüêî ìåæäó
áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè, à òàêæå äîïîëíèòåëüíóþ ñâÿçü, äåéñòâóþùóþ â ïðîäîëüíîì
íàïðàâëåíèè, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 1. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ îòäåëüíîãî
àòîìà ñ íîìåðîì n â öåïî÷êå ïðèíèìàåò âèä:

mü(n) = −γ0u(n)− γ(2u(n)− u(n− 1)− u(n + 1)). (1)
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Çäåñü m � ìàññà àòîìà, u � ïåðåìåùåíèå àòîìà, γ0 è γ � ñîîòâåòñòâóþùèå êîýô-
ôèöèåíòû óïðóãèõ ñâÿçåé. Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå (1) ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêîé ìîíî-
õðîìàòè÷åñêîé âîëíû u(x, t) = u0 exp[i(kan− ωt)] = u0 exp

[
i

(
p

~
an− E

~
t

)]
ñ âîëíîâûì

÷èñëîì k è ÷àñòîòîé ω(k) (a � ïåðèîä êðèñòàëëè÷åñêîé öåïî÷êè) ïðèâîäèò ê àëãåáðàè-
÷åñêîìó óðàâíåíèþ, çàäàþùåìó çàêîí äèñïåðñèè ω(k) öåïî÷êè è çàâèñèìîñòü ýíåðãèè
îò êâàçèèìïóëüñà E(p) ôîíîíà.

Ðèñ. 2: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çàêîíîâ äèñïåðñèè äëÿ èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëè � îäíî-
ìåðíîé ìîíîàòîìíîé öåïî÷êè ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâÿçÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ: S = 12.82 ·103 ì/ñ, ω0 = 2.51 ·1014 ðàä/ñ, a = 0.1784 íì. Êðèâûå 2, 3 è
6 ñîîòâåòñòâóþò êîíòèíóàëüíîìó ïðèáëèæåíèþ; êðèâûå 1, 4 è 5 � ñèíóñîèäàëüíîìó
ïðèáëèæåíèþ.

Åñëè γ0 = 0 è γ > 0, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ öåïî÷êà ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ïðîñòîé
ìîíîàòîìíîé öåïî÷êå ñ çàêîíîì äèñïåðñèè, ñîîòâåòñòâóþùèì àêóñòè÷åñêîé âåòâè (ñì.
êðèâóþ 1 íà ðèñ.`2):

ω(k) = 2
S

a

∣∣∣∣sin
ka

2

∣∣∣∣ , S2 =
γ

m
a2. (2)
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Åñëè γ0 > 0 è γ > 0, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðèíèìàåò âèä:

ω2(k) = ω2
0 + 4

S2

a2
sin2 ka

2
. (3)

Çäåñü ω0 =

√
γ0

m
� ÷àñòîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ k = 0, è S2 =

γ
m

a2.
Åñëè γ0 > 0 è γ < 0, òî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä:

ω2(k) = ω2
0 − 4

S2

a2
sin2 ka

2
. (4)

Çäåñü ω0 =

√
γ0

m
è S2 =

|γ|
m

a2.
Çàêîí äèñïåðñèè, çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèÿìè (2)�(4), â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü
ñèíóñîèäàëüíûì ïðèáëèæåíèåì. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí âèä çàêîíîâ äèñïåðñèè èäåàëè-
çèðîâàííîé ìîäåëè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè, çàäàâàåìûõ ñîîòíîøåíèåì (2)�(4) ïðè
ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ.

Óðàâíåíèÿ (3) è (4) çàäàþò îïòè÷åñêèå âåòâè â êðèñòàëëàõ, ñîîòâåòñòâóþùèå îïòè-
÷åñêèì ôîíîíàì ñ ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàññîé ïîêîÿ. Êàê
ñëåäóåò èç ýòèõ óðàâíåíèé, â ñèíóñîèäàëüíîì ïðèáëèæåíèè ãðóïïîâûå ñêîðîñòè âîëí,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòè÷åñêèì âåòâÿì, è ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ(

V =
dω

dk

)
îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè k = 0 è k = π/a, ò.å. â öåíòðå è íà ãðàíèöå çîíû

Áðèëþýíà (ñì. êðèâûå 4 è 5 íà ðèñ. 2).
Êàê ïîêàçûâàåò ÷èñëåííûé ðàñ÷¼ò çàêîíà äèñïåðñèè â êðèñòàëëàõ àëìàçà, îïòè÷å-

ñêèå ôîíîíû äëÿ ýòîãî êðèñòàëëà èìåþò îòðèöàòåëüíóþ ýôôåêòèâíóþ ìàññó ôîíîíà,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó äèñïåðñèè, çàäàâàåìîìó óðàâíåíèåì (4). Ïðè ýòîì ãðóïïîâàÿ
ñêîðîñòü

(
V =

dω

dk

)
îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé.

Îñóùåñòâèì òåïåðü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò äèñêðåòíîé öåïî÷êè ê óïðóãîìó êîíòè-
íóóìó (a → 0). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì âûðàæåíèåì äëÿ àïïðîêñèìàöèè
âòîðîé ïðîèçâîäíîé: ∂2y

∂x2
≈ −2yi + yi+1 + yi−1

(∆x)2
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (∆x)2 = a2, îò ñîîòíîøå-

íèÿ (1) ïåðåõîäèì ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ äëÿ íèòè:
(

∂2

∂x2
− 1

S2

∂2

∂t2

)
u(x, t) = 0. (5)

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêîé âîëíû u(x, t) = u0 exp(i(ωt−kan)) äà¼ò ëèíåéíûé
çàêîí äèñïåðñèè (ñì. êðèâóþ 2 íà ðèñ. 2):

ω = Sk. (6)

18



íîìåð 9, 2011 ã. Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ ïî ôèçèêå ÔÈÀÍ

Âûðàæåíèå (6) ñëåäóåò òàêæå èç (2) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âîëíîâîãî âåêòîðà, ò.å. âáëèçè
öåíòðà çîíû Áðèëëþýíà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðè γ0 > 0 è γ > 0 ïðèõîäèì ê èçâåñòíîìó â òåîðèè ïîëÿ äëÿ
ìàññèâíûõ ÷àñòèö óðàâíåíèþ Êëåéíà�Ãîðäîíà:

(
∂2

∂x2
− 1

S2

∂2

∂t2

)
u(x, t) =

ω2
0

S2
u(x, t). (7)

Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

E0 = ~ω0 = m0S
2, (8)

ãäå E0 è m0 � ýíåðãèÿ ïîêîÿ è ìàññà ïîêîÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòèöû.
Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò êâàçèèìïóëüñà îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ, îïèñûâàåìûõ â êîíòè-

íóàëüíîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèåì (7), êàê ñëåäóåò èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïîäñòàíîâêå
ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, èìååò âèä:

E2 = E2
0 + S2p2; E0 = ~ω0. (9)

Ñîîòâåòñòâåííî â ýòîì ïðèáëèæåíèè (ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âîëíîâîãî âåêòîðà) çàêîí
äèñïåðñèè îïòè÷åñêîé âåòâè êðèñòàëëà ïðèíèìàåò âèä:

ω2 = ω2
0 + S2k2. (10)

Åñëè γ0 > 0 è γ < 0, òî èç (1) ïðè ïåðåõîäå ê êîíòèíóóìó ïîëó÷àåì ìîäèôèöèðîâàí-
íîå óðàâíåíèå Êëåéíà�Ãîðäîíà äëÿ îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ ñ îòðèöàòåëüíîé ýôôåêòèâíîé
ìàññîé ïîêîÿ

(
m0 = −~ω0

S2
= −E0

S2

)
:

(
∂2

∂x2
+

1

S2

∂2

∂t2

)
u(x, t) = −ω2

0

S2
u(x, t). (11)

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ â (11) â âèäå ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû äà¼ò çàêîí äèñ-
ïåðñèè îïòè÷åñêîé âåòâè ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðàõ â êðèñòàëëàõ òèïà àëìàçà:

ω2 = ω2
0 − S2k2. (12)

Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò êâàçèèìïóëüñà äëÿ îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ ñ îòðèöàòåëüíîé
ýôôåêòèâíîé ìàññîé ïîêîÿ â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè ïðèîáðåòàåò âèä:

E2 = E2
0 − S2p2. (13)
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Çàêîíû äèñïåðñèè, çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (6), (10) è (12), ñîîòâåòñòâóþò êîíòèíó-
àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ (ñì. ðèñ. 2).

Çàêîí äèñïåðñèè äëÿ àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ âåòâåé êðèñòàëëîâ àëìàçà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ïîëÿðèçàöèÿì ôîíîíîâ, èçó÷àëñÿ ðàíåå ìåòîäîì ñïåêòðîñêîïèè
íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ íåéòðîíîâ [9].

Íà ðèñ. 3(à) òðåóãîëüíèêàìè ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî çàêîíó äèñ-
ïåðñèè àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ âåòâåé â íàïðàâëåíèè [100] äëÿ ïîïåðå÷íîé ïîëÿ-
ðèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëí, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ìåäëåííûõ íåéòðîíîâ. Íà ýòîì
æå ðèñóíêå ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ðàñ÷¼òó, âûïîëíåííîìó íàìè íà îñíîâå
èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëè (ðèñ. 1) â ñèíóñîèäàëüíîì ïðèáëèæåíèè (ñì. ñîîòíîøåíèÿ
(2) è (4)) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ: S = 1282 ì/c; a = 0.3567 íì;
ω0 = 2.51 · 1014 ðàä/c.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 3(à), íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñèå òåîðèè (ñèíóñîèäàëüíîå ïðè-
áëèæåíèå) ñ ýêñïåðèìåíòîì ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ îáåèõ âåòâåé îäíîãî è òîãî æå ïà-
ðàìåòðà S, ñîâïàäàþùåãî ñî çíà÷åíèåì ñêîðîñòè çâóêà â êðèñòàëëå àëìàçà äëÿ ïîïå-
ðå÷íûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â íàïðàâëåíèè [100] .

Íà ðèñ. 3(b) ïðèâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå çàêîíîâ äèñïåðñèè àêóñòè÷åñêîé è îïòè÷åñêîé
âåòâåé êðèñòàëëà àëìàçà äëÿ íàïðàâëåíèÿ [100], ïîëó÷åííûõ â [9] ìåòîäîì ìåäëåííûõ
íåéòðîíîâ (òðåóãîëüíèêè), è ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷¼òà, âûïîëíåííîãî ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ
ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè (ñîîòíîøåíèÿ (6) è (12)). Êàê
âèäíî èç ýòîãî ðèñóíêà, õîðîøåå ñîãëàñèå òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì èìååò ìåñòî ëèøü ïðè
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ k, ò.å. âáëèçè öåíòðà çîíû Áðèëëþýíà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî è â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíî è òî æå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà S êàê äëÿ îïòè÷åñêîé,
òàê è äëÿ àêóñòè÷åñêîé âåòâè, áëèçêîå ê ñêîðîñòè çâóêà â ýòîì êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîì
íàïðàâëåíèè.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ íàïðàâëåíèÿ [111] êðèñòàëëîâ àëìàçà.
Ðèñ. 4(à) èëëþñòðèðóåò ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ â [9] ìåòîäîì ìåäëåííûõ íåéòðîíîâ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ (òðåóãîëüíèêè), çàäàþùèõ çàêîíû äèñïåðñèè àêóñòè÷åñêèõ
è îïòè÷åñêèõ âåòâåé â íàïðàâëåíèè [111] êðèñòàëëîâ àëìàçà äëÿ ïîïåðå÷íîé ïîëÿðè-
çàöèè. Íà ýòîì æå ðèñóíêå ïðèâåäåíû ñïëîøíûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷¼òó,
âûïîëíåííîìó íàìè â ñèíóñîèäàëüíîì ïðèáëèæåíèè (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (2) è (4)), ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ: S = 1206 ì/ñ; a = 0.6178 íì; ω0 = 2·51·1014 ðàä/ñ.

Êàê âèäíî èç ðèñ 4(à), íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñèå òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì ïðè
èñïîëüçîâàíèè äëÿ îáåèõ âåòâåé îäíîãî è òîãî æå ïàðàìåòðà S, ñîâïàäàþùåãî ñî çíà-
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Ðèñ. 3: Ñðàâíåíèå çàêîíîâ äèñïåðñèè äëÿ ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿ-
þùèõñÿ â íàïðàâëåíèè [100] êðèñòàëëîâ àëìàçà, ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî [9] ìå-
òîäîì ìåäëåííûõ íåéòðîíîâ (òðåóãîëüíèêè) è â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ
íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëè îäíîìåðíîé ìîíîàòîìíîé öåïî÷êè
ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâÿçÿìè; (à) ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ñèíóñîèäàëüíîìó
ïðèáëèæåíèþ, (b) ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò êîíòèíóàëüíîìó ïðèáëèæåíèþ.

÷åíèåì ñêîðîñòè çâóêà â êðèñòàëëå àëìàçà äëÿ ïîïåðå÷íûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùèõñÿ â íàïðàâëåíèè [111].
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Ðèñ. 4: Ñðàâíåíèå çàêîíîâ äèñïåðñèè äëÿ ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùèõñÿ â íàïðàâëåíèè [111] êðèñòàëëîâ àëìàçà, ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî [9] (ìå-
òîäîì ìåäëåííûõ íåéòðîíîâ � òðåóãîëüíèêè) è â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ
íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëè îäíîìåðíîé ìîíîàòîìíîé öåïî÷êè
ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâÿçÿìè; (à) ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ñèíóñîèäàëüíîìó
ïðèáëèæåíèþ, (b) ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò êîíòèíóàëüíîìó ïðèáëèæåíèþ.

Íà ðèñ. 4(b) ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå òåõ æå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ðåçóëüòà-
òîâ ðàñ÷¼òà, âûïîëíåííîãî ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ ðàññìàòðèâàåìîé èäåàëèçèðîâàííîé
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ìîäåëè â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè (ñîîòíîøåíèÿ (6) è (12)). Êàê è äëÿ íàïðàâëåíèÿ
[100], õîðîøåå ñîãëàñèå òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì èìååò ìåñòî ëèøü ïðè ìàëûõ çíà÷åíè-
ÿõ k, ò.å. âáëèçè öåíòðà çîíû Áðèëëþýíà. Êàê è â ñëó÷àå íàïðàâëåíèÿ [100], ïðè ýòîì
îäíî è òî æå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà S êàê äëÿ îïòè÷åñêîé, òàê è äëÿ àêóñòè÷åñêîé âåòâè
îáåñïå÷èâàåò óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå (ñèíó-
ñîèäàëüíîå ïðèáëèæåíèå) óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò çàêîí äèñïåðñèè àêóñòè÷å-
ñêèõ è îïòè÷åñêèõ âåòâåé êðèñòàëëîâ àëìàçà â áîëüøîé îáëàñòè k-ïðîñòðàíñòâà. Ýòî
îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàâèñèìîñòåé îò âîëíîâîãî
÷èñëà k ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ V = dE/dp = dω(k)/dk è ýôôåêòèâíîé ìàññû

m =

(
d2E

dp2

)−1

=
~

d2ω

dk2

àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ.

Îñòàíîâèìñÿ â äàííîé ðàáîòå íà àíàëèçå ñâîéñòâ îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ ñ ó÷¼òîì àíà-
ëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ çàêîíà äèñïåðñèè, ïîëó÷åííîãî â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëè-
æåíèè.

Óðàâíåíèå òèïà Êëåéíà�Ãîðäîíà (7), èñïîëüçóåìîå äëÿ îïèñàíèÿ ÷àñòèö ñ ïîëîæè-
òåëüíîé ìàññîé, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðåîáðàçîâà-
íèÿì Ëîðåíöà:

x =
x′ + V t′√

1− V 2

S2

, t =
t′ + V

S2 x
′

√
1− V 2

S2

. (14)

Êàê èçâåñòíî, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîâîðîòû â ïñåâ-
äîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ïðè êîòîðûõ îñòà¼òñÿ èíâàðèàíòîì èíòåðâàë ds

(ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � âðåìåíè), óäîâëåòâîðÿ-
þùèé ñîîòíîøåíèþ:

ds2 = S2dt2 − dx2. (15)

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ, èìåþùèõ ïîëîæèòåëüíóþ ýôôåêòèâíóþ
ìàññó (êðèâàÿ 5 íà ðèñ. 2) êàê êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö, àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ðåëÿòèâèñò-
êèõ ÷àñòèö, âûòåêàþùèì èç òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíîñòü (ðàâ-
íîïðàâíîñòü èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà) èìååò ìåñòî â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè
è òîëüêî äëÿ çàäàííîãî êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ àíèçîòðî-
ïèåé óïðóãèõ ñâîéñòâ ðåàëüíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Òàêèì îáðàçîì, âñå âûâî-
äû ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñïðàâåäëèâû â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè
äëÿ îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàññîé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ
â áåñêîíå÷íîì êðèñòàëëå â çàäàííîì êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîì íàïðàâëåíèè (êàæäî-
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ìó êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà S).

Ñêîðîñòü îïòè÷åñêîãî ôîíîíà ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç (9), (10), óäîâëåòâîðÿåò ñî-
îòíîøåíèþ:

V =
S2p√

E2
0 + S2p2

. (16)

Èç (16) ïîëó÷àåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè çàâèñèìîñòü êâàçèèìïóëüñà
îïòè÷åñêîãî ôîíîíà îò åãî ñêîðîñòè òàêîâà:

p =
E0V

S2(1− V 2

S2 )1/2
=

m0V

(1− V 2

S2 )1/2
. (17)

Äëÿ çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîé ìàññû m =
1

d2E
dp2

=
~

d2ω
dk2

îïòè÷åñêîãî ôîíîíà ñ ïîëîæè-

òåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàññîé ïîêîÿ m0 îò åãî ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì:

m =
E0

S2(1− V 2

S2 )3/2
=

m0

(1− V 2

S2 )3/2
. (18)

Ñîãëàñíî ìîäèôèöèðîâàííîìó îòìå÷åííûì îáðàçîì ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè, âðå-
ìÿ æèçíè îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàññîé, äâèæóùèõñÿ â
çàäàííîì êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ V , óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèþ:

τ =
τ0√

1− V 2

S2

, (19)

ãäå τ0 � âðåìÿ æèçíè ïîêîÿùåéñÿ êâàçè÷àñòèöû. Çàâèñèìîñòü êëàññè÷åñêîãî ðàçìåðà
òàêîãî òèïà îïòè÷åñêîãî ôîíîíà (ò.å. ðàçìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî âîëíîâîãî ïàêåòà ïðè
êëàññè÷åñêîì îïèñàíèè) îò åãî ñêîðîñòè íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

L = L0

√
1− V 2

S2
, (20)

ãäå L0 � ðàçìåð ïîêîÿùåéñÿ êâàçè÷àñòèöû.
Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (7)�(16) îòíîñÿòñÿ ê îïòè÷åñêèì ôîíîíàì

ñ ïîëîæèòåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàññîé ïîêîÿ. Â ñëó÷àå êðèñòàëëà òèïà àëìàçà, êàê
óæå áûëî îòìå÷åíî, îïòè÷åñêèå ôîíîíû èìåþò îòðèöàòåëüíóþ ýôôåêòèâíóþ ìàññó ïî-
êîÿ. Äëÿ èõ îïèñàíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå Êëåéíà�
Ãîðäîíà (11).
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Ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå Êëåéíà�Ãîðäîíà (11) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíî-
ñèòåëüíî ïðîñòûõ ïîâîðîòîâ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, çàäàâàåìûõ ñîîòíî-
øåíèÿìè:

x =
x′ − V t′√

1 + V 2

S2

, t =
t′ + V

S2 x
′

√
1 + V 2

S2

. (21)

Ïðè ýòîì âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà èíòåðâàëà ïðèíèìàåò âèä:

ds2 = S2dt2 + dx2. (22)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (12) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îïòè÷åñêîãî ôî-
íîíà ñ îòðèöàòåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàññîé ïîêîÿ m0 = −E0

S2
< 0 îò åãî êâàçèèìïóëüñà

(â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè):

V = − S2p√
E2

0 − S2p2
. (23)

Îòñþäà äëÿ êâàçèèìïóëüñà îïòè÷åñêîãî ôîíîíà ñ îòðèöàòåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàññîé
ïîêîÿ ïîëó÷àåì:

p = − E0V

S2(1 + V 2

S2 )1/2
=

m0V

(1 + V 2

S2 )1/2
. (24)

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âðåìåíè æèçíè è ðàçìåðîâ îïòè÷åñêîãî ôîíîíà ñ îòðèöàòåëüíîé
ýôôåêòèâíîé ìàññîé ïîêîÿ (ñëó÷àé êðèñòàëëîâ òèïà àëìàçà) â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè
åãî äâèæåíèÿ èìååò ìåñòî:

τ =
τ0√

1 + V 2

S2

; L = L0

√
1 +

V 2

S2
. (25)

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ çàâèñèìîñòè âðåìåíè æèçíè îïòè÷åñêîãî ôîíîíà îò
åãî ñêîðîñòè ìîãóò áûòü ïîäâåðãíóòû ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå, íàïðèìåð, ìåòîäîì
êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà ïðè èññëåäîâàíèè øèðèí ëèíèé ïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ
ðàññåÿíèÿ.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíûõ ìàññ îïòè÷åñêèõ è àêóñòè÷åñêèõ ôîíî-
íîâ âáëèçè öåíòðà è íà ãðàíèöå çîíû Áðèëëþýíà ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ îöåíêè
òåìïåðàòóðû áîçå�ýéíøòåéíîâñêîé êîíäåíñàöèè [10] ôîíîíîâ â êðèñòàëëàõ òèïà
àëìàçà.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî çàêîí äèñïåðñèè àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ
âåòâåé â êðèñòàëëàõ òèïà àëìàçà äëÿ íàïðàâëåíèé [100] è [111] óäîâëåòâîðèòåëüíûì
îáðàçîì îïèñûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì (ñèíóñîèäàëüíûì ïðèáëèæåíèåì)
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ïðàêòè÷åñêè âî âñåé çîíå Áðèëëþýíà. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé
(2), (4) äëÿ çàêîíîâ äèñïåðñèè â ñèíóñîèäàëüíîì ïðèáëèæåíèè ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû
ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè V = dE/dp = dω(k)/dk è ýôôåêòèâíîé
ìàññû m =

1
d2E
dp2

=
~

d2ω
dk2

îò êâàçèèìïóëüñà êàê àêóñòè÷åñêèõ, òàê è îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ

â êðèñòàëëàõ òèïà àëìàçà âî âñåé çîíå Áðèëëþýíà.
Ïîêàçàíî, ÷òî âáëèçè öåíòðà çîíû Áðèëëþýíà çàêîí äèñïåðñèè îïòè÷åñêèõ ôîíî-

íîâ â êðèñòàëëàõ àëìàçà äëÿ íàïðàâëåíèé [100] è [111] óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåòñÿ
êîíòèíóàëüíûì ïðèáëèæåíèåì (ñîîòíîøåíèÿ (12) è (13)). Ïðè ýòîì îïòè÷åñêèå ôîíî-
íû õàðàêòåðèçóþòñÿ îòðèöàòåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàññîé ïîêîÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ
îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ ñ îòðèöàòåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàññîé ïîêîÿ â êîíòèíóàëüíîì ïðè-
áëèæåíèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ìîäèôèöèðîâàííûé ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè, â
êîòîðîì â êà÷åñòâå àíàëîãà ñêîðîñòè ñâåòà âûñòóïàåò ñêîðîñòü çâóêà; ïðè ýòîì çíà÷å-
íèå ñêîðîñòè çâóêà çàâèñèò îò êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé âîëíû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ �� 09-02-00582, 08-02-00114, 08-
02-90020, 08-02-12032 è Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ � 27.
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