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Îïðåäåëåíû ïîêàçàòåëè ïîäîáèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí èì-
ïóëüñíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ðàçðÿäîâ â ãàçàõ (ïðè àòìî-
ñôåðíîì äàâëåíèè è âûøå) è èõ ðàçìåðíûå èíâàðèàí-
òû îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò
è âðåìåíè: x′i = sxi, t′ = st (s � êîýôôèöèåíò ñæà-
òèÿ/ðàñòÿæåíèÿ). Èç èíâàðèàíòíîñòè áåçðàçìåðíûõ
óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè, äâèæåíèÿ è áàëàíñà ýíåðãèè
îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è
âðåìåíè óñòàíîâëåíû èõ áåçðàçìåðíûå èíâàðèàíòû. Èç
óñëîâèÿ îäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïëàçìû â
ðàçðÿäíîì êàíàëå îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ èí-
âàðèàíòîâ. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ èíâàðèàíòîâ äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ óäàëîñü ñâå-
ñòè ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, èç
ðåøåíèé êîòîðûõ îïðåäåëåíû çàâèñèìîñòè ðàäèóñà ðàç-
ðÿäíîãî êàíàëà îò âðåìåíè, ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû
ïëàçìû (íà îñè ðàçðÿäíîãî êàíàëà) îò âðåìåíè äëÿ íà-
÷àëüíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ ðàçðÿäîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîäîáèå ðàçðÿäîâ, ïîêàçàòåëè ïîäîáèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ðàç-
ìåðíûå è áåçðàçìåðíûå èíâàðèàíòû èìïóëüñíûõ ñèëüíîòî÷íûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ðàçðÿ-
äîâ â ãàçàõ.

Ââåäåíèå. Ïðè ïîäãîòîâêå è ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ, à òàêæå àíàëèçå èõ ðåçóëü-
òàòîâ áîëüøóþ ïîìîùü îêàçûâàþò çàêîíû ïîäîáèÿ èññëåäóåìîãî ÿâëåíèÿ [1�6]. Çíàíèå

ÈÎÔ ÐÀÍ, 119991, Ðîññèÿ, Ìîñêâà, óë. Âàâèëîâà, 38.
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ýòèõ çàêîíîâ ïîçâîëÿåò ãëóáæå ïîíÿòü ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû è ñýêîíîìèòü ñóùåñòâåí-
íûå ôèíàíñîâûå ñðåäñòâà. Ñîãëàñíî òåîðèè ïîäîáèÿ è ðàçìåðíîñòè [1�4], òàêèå çàêîíû
óñòàíàâëèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ èõ (ðàçìåðíûõ è áåçðàçìåðíûõ) èíâàðèàíòîâ è îáîáùåí-
íûõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Òàêèå èíâàðèàíòû è ïåðåìåííûå âåñüìà ïîëåçíû ïðè
äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè è àíàëèçå áîëüøîãî ÷èñëà îïûòíûõ äàííûõ è ïîçâîëÿþò
ñâåñòè âîåäèíî äàííûå ðàçëè÷íûõ èññëåäîâàòåëåé [7], à èíîãäà � óñòàíîâèòü ðàíåå íå
èçâåñòíûå çàêîíîìåðíîñòè èññëåäóåìûõ ÿâëåíèé (èìïóëüñíûõ ðàçðÿäîâ) [8].

Íåñìîòðÿ íà äàâíþþ èñòîðèþ èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ðàçðÿäîâ â ãàçàõ, ðàáî-
òû ïî óñòàíîâëåíèþ èõ çàêîíîâ ïîäîáèÿ ñòàëè ïðîâîäèòüñÿ òîëüêî ñ ñåðåäèíû ïðîøëî-
ãî âåêà [5, 6, 9�11]. Òàê ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëè óñòàíîâëåíû ðàçìåðíûå èíâàðèàíòû
ïîäîáèÿ ëèøü äëÿ ñòàöèîíàðíûõ íèçêîòåìïåðàòóðíûõ íåèçîòåðìè÷åñêèõ ðàçðÿäîâ è
ýëåêòðè÷åñêîãî ïðîáîÿ [5, 6, 9�11], à ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ðàçìåðíûõ èíâàðèàíòîâ áûë
ïðåäëîæåí òîëüêî â 1991 ãîäó àâòîðàìè ðàáîòû [12]. Âêðàòöå ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì.

Ðàçðÿäû íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû G(r, t) â ñõîäíûõ
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ òî÷êàõ, îïðåäåëÿåìûõ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

x′i = sxi, t′ = st, (1)

ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì:

G′(x′i, t
′) = sα[G]G(xi, t), (2)

ãäå α[G] íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ïîäîáèÿ, s � êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ/ðàñòÿæåíèÿ. Â [12]
èç èíâàðèàíòíîñòè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Áîëüöìàíà è óðàâíåíèé ïîëÿ (Ìàêñâåëëà)
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1) óñòàíîâëåíû Á-ïîäîáèå è Ï-ïîäîáèå ðàçðÿäîâ.

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî èññëåäîâàíèå ðàçðÿäîâ áóäåò áîëåå ýôôåêòèâíûì, åñëè èç-
âåñòíû èõ áåçðàçìåðíûå èíâàðèàíòû. Îäíàêî òàêèå èíâàðèàíòû äëÿ èìïóëüñíûõ
ñèëüíîòî÷íûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ðàçðÿäîâ (ÈÑÝÐ) â ïëîòíûõ ãàçàõ äî ñèõ ïîð íå îïðåäå-
ëåíû. Òîãäà, åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèì ñïîñîáîì ýòî ìîæíî îñóùåñòâèòü?
Ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [12], íå äà¼ò îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ. Öåëü äàí-
íîé ðàáîòû ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè áåçðàçìåðíûõ èíâàðèàíòîâ ÈÑÝÐ â ïëîòíûõ ãàçàõ
è â ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèÿ íà îñíîâå ýòèõ èíâàðèàíòîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ðåçóëü-
òàòîâ.

1. Ïîêàçàòåëè ïîäîáèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ðàçðÿäîâ. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàçìåðíûõ
è áåçðàçìåðíûõ èíâàðèàíòîâ ÈÑÝÐ íåîáõîäèìî çíàòü âåëè÷èíû ïîêàçàòåëåé ïîäîáèÿ
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α[G] õàðàêòåðèñòèê ðàçðÿäîâ. Èõ îïðåäåëèì íà îñíîâå ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî àâòîðàìè
ðàáîòû [12]. Â íåé èç èíâàðèàíòíîñòè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Áîëüöìàíà è óðàâíåíèé
ïîëÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1) îïðåäåëåíû âåëè÷èíû α[G] îñíîâíûõ âåëè÷èí
ïëàçìû è ïîëÿ, êîòîðûå è áóäóò èñïîëüçîâàíû íàìè íèæå. ÈÑÝÐ â ãàçàõ îòíîñèòñÿ ê
ñëó÷àþ Á-ïîäîáèÿ, òàê êàê ñòåïåíü èîíèçàöèè αe ïëàçìû âûñîêàÿ (0.5 ≤ αe ≤ 2.0).

Õàðàêòåðíûå ðàçìåðû. Õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè òàêèõ ðàçðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ íà÷àëü-
íûé ðàäèóñ Rin è ðàäèóñ R(t) ðàçðÿäíîãî êàíàëà, äëèíà ðàçðÿäíîãî ïðîìåæóòêà l0. Äëÿ
îïèñàíèÿ äèíàìèêè ðàñøèðåíèÿ êàíàëà åñòåñòâåííî âûáåð¼ì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò (t, r, z), îñü 0z êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ îñüþ ñèììåòðèè óêàçàííûõ ðàçðÿäîâ.
Ïðè ýòîì îäèí èç ýëåêòðîäîâ èìååò êîîðäèíàòó z1 = 0, à äðóãîé ýëåêòðîä � z2 = l0.
Òîãäà ðàäèóñû R(t) è Rin ëåæàò íà îñè 0r, à äëèíà l0 � íà îñè 0z. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
ñæàòèè/ðàñòÿæåíèè êîîðäèíàò r è z â s ðàç îíè ïðåîáðàçóþòñÿ òàê æå, êàê ñàìè êîîð-
äèíàòû: R′ = s1R; R′

in = s1Rin l′0 = s1l0 (α[G] = 1).
Õàðàêòåðíûå ñêîðîñòè. Òàêèìè ñêîðîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòü ðàñøèðåíèÿ êàíà-

ëà dR/dt, ñêîðîñòè çâóêà â ïëàçìå ðàçðÿäîâ cp è ðàáî÷åì ãàçå c0. Îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ (1) ýòè ñêîðîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçìåðíûå èíâàðèàíòû, òàê êàê
dR′

dt′
=

s1dR

s1dt
;

dR′
SW

dt′
=

s1dRSW

s1dt
(èõ ïîêàçàòåëü ïîäîáèÿ α[G] = 0).

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Èç èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (ëè-
áî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî ïîêàçàòåëè
ïîäîáèÿ äàâëåíèÿ p ïëàçìû è å¼ ïëîòíîñòè ρ ðàâíû α[p] = α[ρ], ò.å. âåëè÷èíû p

è ρ äîëæíû ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì. Îäíàêî èç ýòèõ óðàâíåíèé âå-
ëè÷èíû ïîêàçàòåëåé ïîäîáèÿ íå îïðåäåëÿþòñÿ. Ñîãëàñíî äàííûì [12], α[ρ] = −1,
è ñëåäîâàòåëüíî, α[p] = −1. Ïîýòîìó îòíîøåíèå äàâëåíèÿ ïëàçìû ê å¼ ïëîòíîñòè
p′/ρ′ = (s−1p)/(s−1ρ) = c2

p/γd ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçìåðíûé èíâàðèàíò (γd � ïîêàçà-
òåëü àäèàáàòû ïëàçìû).

Ïîñêîëüêó äàâëåíèå ãàçà çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû (ÓÂ), âîçíèêàþùåé ïåðåä ðàç-
ðÿäíûì êàíàëîì, ðàâíî äàâëåíèþ ïëàçìû â ðàçðÿäíîì êàíàëå p, òî èç òðåáîâàíèÿ
èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ [7]

p =
γ0 + 1

2
ρ0

(
dR

dt

)2

− γ0 − 1

γ0 + 1
p0 (3)

îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî ïîêàçàòåëè ïîäîáèÿ äàâëåíèÿ ïëàçìû p,
íà÷àëüíîãî äàâëåíèÿ p0 è íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ρ0 ðàáî÷åãî ãàçà ðàçðÿäà îäèíàêîâû:
α[p0] = α[ρ0] = α[p] = −1. Îòñþäà ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàçìåðíûå è áåçðàçìåðíûå
èíâàðèàíòû ðàçðÿäîâ è ÓÂ: p0/ρ0 = c2

0/γ0, p/ρ0, p/p0.
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Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû èîíèçîâàííîãî ãàçà. Ýòà âåëè÷èíà ε ðàâíà ñóì-
ìå òåïëîâîé ýíåðãèè è ýíåðãèè èîíèçàöèè åäèíèöû ìàññû èîíèçîâàííîãî ãàçà. Ïðè
èçìåíåíèè êîîðäèíàòû r è âðåìåíè t â s ðàç îíà íå èçìåíÿåòñÿ: ε′ = p′/(γd − 1)ρ′ =

(s−1p)/(γd − 1)s−1ρ = s0ε, ò. å. α[ε] = 0.
Ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàçðÿäîâ. Ñîãëàñíî Á-ïîäîáèþ,

ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà èìååò ïîêàçàòåëü ïîäîáèÿ α[j] = −1. Ïîýòîìó ïðè èçìå-
íåíèè r è t ïî çàêîíó (1) ðàçðÿäíûé òîê ïðåîáðàçóåòñÿ òàê: J ′ = j′πR

′2 = s−1jπs2R2 =

s1J . Îòñþäà ïîëó÷àåì ïîêàçàòåëü ïîäîáèÿ ðàçðÿäíîãî òîêà α[J ] = 1. ×òî êàñàåòñÿ
ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ðàçðÿäíîãî òîêà F = dJ/dt è ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà ðàçðÿä-
íîì ïðîìåæóòêå Ud, òî îíè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1), òàê êàê
α[F ] = α[Ud] = 0: F ′ = dJ ′/dt′ = (s1dJ)/(s1dt) = s0F è U ′

d = E ′l′0 = s−1Es1l0 = s0Ud.
Òî åñòü ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ Ud ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíûì èíâàðèàíòîì êàê ñòàöèîíàðíûõ
ýëåêòðè÷åñêèõ ðàçðÿäîâ (òëåþùåãî ðàçðÿäà, äóãîâîãî ðàçðÿäà), òàê è èìïóëüñíûõ ýëåê-
òðè÷åñêèõ ðàçðÿäîâ (ýëåêòðè÷åñêîãî ïðîáîÿ ãàçà, èñêðîâîãî ðàçðÿäà, ÈÑÝÐ â ãàçàõ)
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1).

Îìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå r0m è èíäóêòèâíîñòü Ld ðàçðÿäîâ. Èç òðåáîâàíèÿ èí-
âàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ÈÑÝÐ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1)

U ′
d = J ′r′0m +

d(L′dJ
′)

dt′
= s1Jsα[r0m]r0m +

d(sα[Ld]Lds
1J)

s1dt
= s0Ud (4)

ñëåäóåò, ÷òî 1+α[r0m] = 0 è α[Ld] = 0. Îòñþäà íàõîäèì ïîêàçàòåëü ïîäîáèÿ îìè÷åñêîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ ðàçðÿäîâ α[r0m] = −1, ñîîòâåòñòâåííî èõ èíäóêòèâíîñòü Ld ÿâëÿåòñÿ
ðàçìåðíûì èíâàðèàíòîì. Ïîñêîëüêó α[Ud] = α[Ld] = α[Jr0m] = α[d(LdJ)/dt] = 0, òî
ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà îìè÷åñêîì ñîïðîòèâëåíèè Jr0m è ÝÄÑ ýëåêòðîìàãíèòíîé èí-
äóêöèè d(LdJ)/dt, âîçíèêàþùåé âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ ðàçðÿäíîãî òîêà è ðàñøèðåíèÿ
ðàçðÿäíîãî êàíàëà, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåçðàçìåðíûå èíâàðèàíòû ðàçðÿäîâ, è èõ îò-
íîøåíèÿ Ud/Jr0m, Ud(t)/[d(LdJ)/dt] òàêæå ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè èíâàðèàíòàìè.

Ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàçðÿäîâ. Ðàññìîòðèì ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ
ÈÑÝÐ â ãàçàõ â îáùåì âèäå. Ââîäèìàÿ â ðàçðÿä ýíåðãèÿ Q(t) ê ìîìåíòó âðåìåíè t

ðàñõîäóåòñÿ íà ïîâûøåíèå òåïëîâîé ýíåðãèè ïëàçìû ETEP(t) ðàçðÿäíîãî êàíàëà, íà
óâåëè÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðàñøèðÿþùåéñÿ ïëàçìû EK(t), íà ýíåðãèþ ER(t),
óíîñèìóþ èç íàãðåòîé îáëàñòè êàíàëà èçëó÷åíèåì, íà ðàáîòó A(t), ñîâåðøàåìóþ ðàñ-
øèðÿþùèìñÿ ðàçðÿäíûì êàíàëîì ïðîòèâ äàâëåíèÿ ðàáî÷åãî ãàçà, ýíåðãèþ èîíèçàöèè
âîâëåêàåìîãî â ðàçðÿä ãàçà I(t) è íà èçìåíåíèå ìàãíèòíîé ýíåðãèè ðàçðÿäà WM(t):

Q(t) = EK(t) + ETEP(t) + A(t) + ER(t) + I(t) + WM(t). (5)
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Ïîêàçàòåëè ïîäîáèÿ âñåõ ñëàãàåìûõ ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíû α[G] = 2, à ñëåäîâàòåëü-
íî, îòíîøåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè
ÈÑÝÐ â ãàçàõ. Ñðåäè íèõ äëÿ íàñ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå èí-
âàðèàíòû: dM =

WM(t)

Q(t)
è πion =

I(t)

ETEP(t)
, òàê êàê ýêñïåðèìåíòàëüíîå è òåîðåòè÷åñêîå

îïðåäåëåíèå âåëè÷èí ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàçðÿäîâ WM(t) è ýíåðãèè I(t), çàòðà-
÷åííîé íà èîíèçàöèþ ãàçà, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøèå òðóäíîñòè.

Òåì íå ìåíåå îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ äîñòèæåíèÿ ïðåäåëüíîé òåìïåðàòóðû ÈÑÝÐ
â ïëîòíîì ãàçå è áåç ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ìîæíî îïðåäåëèòü âåëè÷èíó îòíîøåíèÿ
πion = 3 [8]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äîñòèæåíèè ïðåäåëüíîé òåìïåðàòóðû (â îáëàñòè
äâóêðàòíîé èîíèçàöèè) â ýíåðãåòè÷åñêîì áàëàíñå ÈÑÝÐ ýíåðãèÿ I(t), çàòðà÷åííàÿ
íà èîíèçàöèþ âîâëåêàåìîãî â ðàçðÿä ãàçà, â 3 ðàçà áîëüøå òåïëîâîé ýíåðãèè ETEP(t).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé ïîäîáèÿ äðóãèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÈÑÝÐ
â ïëîòíûõ ãàçàõ ðàññìîòðèì èõ ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

p

(γd − 1)T

dT

dt
− c2

γd

T
dρ

dt
+ wM = q +

1

rv

∂

∂r

(
rv[χe + χR]

∂T

∂r

)
, (6)

ãäå wM =
d

dt

(
WM(t)

∆Vd

)
, q =

d

dt

(
Q(t)

∆Vd

)
, ∆Vd � îáú¼ì ðàçðÿäà, χe è χR � êîýôôèöèåíòû

ýëåêòðîííîé è ëó÷èñòîé òåïëîïðîâîäíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó ïðè ïðåîáðàçî-
âàíèè (1) òåìïåðàòóðà T è âåëè÷èíà c2/γd îñòàþòñÿ èíâàðèàíòàìè, ïîêàçàòåëè ïîäîáèÿ
âåëè÷èí q è wM ðàâíû α[q] = α[wM ] = −2, à îïåðàòîðû d

dt
,

∂

∂r
è äàâëåíèå p èìåþò ïî-

êàçàòåëè ïîäîáèÿ α[q] = α[wM ] = α

[
d

dt

]
= α

[
∂

∂r

]
= α[p] = −1, òî äëÿ èíâàðèàíòíîñòè

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîêàçàòåëè ïîäîáèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
χe è χR áûëè ðàâíû α[χe] = α[χR] = 0. Òî åñòü ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ (1) êîýôôèöèåí-
òû ýëåêòðîííîé χe è χR ëó÷èñòîé òåïëîïðîâîäíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ðàçìåðíûìè
èíâàðèàíòàìè.

2. Áåçðàçìåðíûå èíâàðèàíòû óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè, äâèæåíèÿ è áàëàíñà ýíåð-
ãèè. Äëÿ îïèñàíèÿ íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ ÈÑÝÐ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ñè-
ñòåìîé óðàâíåíèé â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè

∂

∂t
ln(ρ) +

∂υ

dr
+

υ

r
= 0, (7)

óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ
dυ

dt
= − ∂p

ρ∂r
, (8)
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óðàâíåíèåì áàëàíñà ýíåðãèè

ερ
d

dt
ln

(
T

ργ−1

)
= (1− dMd)

J(t)Ud(t)

l0πR2
+

1

r

∂

∂r

(
r(χe + χR)

∂T

∂r

)
, (9)

óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ
p = (γd − 1)ADρT, (10)

ãäå υ � ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö, ε = ADT (Äæ/êã); AD � òåïëîåìêîñòü
åäèíèöû ìàññû ïëàçìû. Ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â ðàçðÿäå íîñèò õàðàêòåð ëó÷èñòîé òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì χR = σ0lP T 3/3 (σ0 � ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà�Áîëüöìàíà,
lP = bTm/ρn � ðîññåëàíäîâ ïðîáåã ôîòîíîâ, b � ðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò). Êîýôôèöè-
åíòû ýëåêòðîííîé χe è ëó÷èñòîé χR òåïëîïðîâîäíîñòåé ðàâíû:

χe = ξ(Z)
k(kTe)

5/2

√
meZe4lnΛ

= χe0T
5/2, χR =

16

3
σ0lP T 3 = χR0

Tm+3

ρn
,

ãäå ln Λ � êóëîíîâñêèé ëîãàðèôì, e è me � çàðÿä è ìàññà ýëåêòðîíà, ξ(Z) � ÷èñëî, ñëàáî
çàâèñÿùåå îò çàðÿäà èîíà Z(ξ(1) = 0.95; ξ(2) = 1.5). Â óðàâíåíèè (9) ó÷òåí áåçðàçìåð-
íûé èíâàðèàíò dM = WM(t)/Q(t). Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (7)�(10) ÷èñëî íåèçâåñòíûõ
âåëè÷èí áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé, ò.å. îíà íå çàìêíóòà. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü îïðåäåëåíèÿ áåçðàçìåðíûõ èíâàðèàíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ çàìêíóòü ýòó ñèñòåìó ëè-
áî äîïîëíèòü å¼ íîâûìè óðàâíåíèÿìè. Èñïîëüçóåì îáà íàçâàííûõ ïîäõîäà. Äëÿ ýòîãî
èñïîëüçóåì ïîêàçàòåëè ïîäîáèÿ õàðàêòåðèñòèê ÈÑÝÐ, îïðåäåëåííûå íàìè âûøå.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (7)�(10) â âèäå:

T (t, ξ) = Π(t)τ(ξ), ρ(t, ξ) = M(t)g(ξ), υ(t, ξ) = Ṙ(t)u(ξ), (11)

ãäå ξ = r/R(t); Ṙ(t) = ∂R(t)/∂t � ñêîðîñòü ðàñøèðåíèÿ ðàçðÿäíîãî êàíàëà. Ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè (11) â ñèñòåìó (7)�(10) è ïðèâåäåíèÿ å¼ ê áåçðàçìåðíîìó âèäó ïîëó÷èì ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

g′(ξ)
g(ξ)

[u(ξ)− ξ] + u′(ξ) +
u(ξ)

ξ
+

Ṁ(t)R(t)

M(t)Ṙ(t)
= 0, (12)

(
Ṙ(t)

c(t)

)2

γdu(ξ)g(ξ)

[(
RR̈

Ṙ2

)
+ [u(ξ)− ξ]

u′(ξ)
u(ξ)

]
= − ∂

∂ξ
[τ(ξ)g(ξ)], (13)

[g(ξ)τ(ξ)]

{
Π̇(t)R(t)

Π(t)Ṙ(t)
− (γd − 1)

Ṁ(t)R(t)

M(t)Ṙ(t)
+ [u(ξ)− ξ]

[
τ ′(ξ)
τ(ξ)

− (γd − 1)
g′(ξ)
g(ξ)

]}
+

8
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+

[
χR0Π

m+3(t)

ADMn+1(t)R(t)Ṙ(t)

]
1

ξ

∂

∂ξ

{
ξ

[(
χe0Π

5/2(t)Mn(t)

χR0Πm+4

)
τ 5/2(ξ) +

τm+3(ξ)

gn(ξ)

]
∂τ(ξ)

∂ξ

}
=

+
(1− dMd)J(t)U(t)

πl0ADM(t)Π(t)R(t)Ṙ(t)
, (14)

p = (γd − 1)ADM(t)Π(t)[g(ξ)τ(ξ)], (15)

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî îòíîñèòåëüíîé êîîðäèíàòå ξ, à òî÷êà � äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (12)�(15) ïðè
ýòîì ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: g(0) = 1; τ(0) = 1; (∂τ/∂ξ)ξ=0 = 0; u(0) = 0.
Ïðè ξ = 1 (íà ãðàíèöå ðàçðÿäíîãî êàíàëà) ïëîòíîñòü, äàâëåíèå è ñêîðîñòü äîëæíû
áûòü íåïðåðûâíû. À íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Π(0) = Tin; M(0) = ρin; R(0) = Rin;
(
Ṙ(t)

)
t=0

= Vin,

ãäå Tin, ρin, Rin è Vin � íà÷àëüíûå òåìïåðàòóðà, ïëîòíîñòü ïëàçìû ðàçðÿäíîãî êàíàëà,
åãî íà÷àëüíûé ðàäèóñ è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàñøèðåíèÿ.

Êàê âèäíî èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, â íåé ïîÿâèëèñü áåçðàçìåðíûå êîìïëåêñû,
îäíà ÷àñòü êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè t, à äðóãàÿ � òîëüêî îò êîîðäèíàòû
ξ. Òîãäà ìîæíî îæèäàòü âîçìîæíîñòè ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (12) ïðåîáðàçóåì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Ṁ(t)R(t)

M(t)Ṙ(t)
= −g′(ξ)

g(ξ)
[u(ξ)− ξ]− u′(ξ)− u(ξ)

ξ
. (16)

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò t , à ïðàâàÿ ÷àñòü � òîëüêî îò êîîðäè-
íàòû ξ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (16) ðàâíû ïîñòîÿííîé C1:

π1 =
[dM(t)/dt]R(t)

M(t)[dR(t)/dt]
= C1, −g′(ξ)

g(ξ)
[u(ξ)− ξ]− u′(ξ)− u(ξ)

ξ
= C1,

ãäå C1 � êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ. Áîëåå òîãî, ïîêàçàòåëü ïîäîáèÿ áåçðàçìåðíîãî êîì-
ïëåêñà π1 îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1) ðàâåí íóëþ. Òî åñòü êîìïëåêñ π1 ÿâëÿåòñÿ
áåçðàçìåðíûì èíâàðèàíòîì óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíâàðè-
àíò π1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå
ïëîòíîñòü èîíèçîâàííîãî ãàçà M(t) è ðàäèóñ R(t) ðàçðÿäíîãî êàíàëà.

Îäíàêî â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (13) è (14) ðàç-
äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ íå ïðîèñõîäèò, ïîýòîìó äëÿ èõ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì ïîêàçàòåëè
ïîäîáèÿ õàðàêòåðèñòèê ðàçðÿäîâ è èõ ðàçìåðíûå èíâàðèàíòû.
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Áåçðàçìåðíûå êîìïëåêñû â óðàâíåíèÿõ (13) è (14)

π2 =
R(t) d

dt

(
dR(t)

dt

)

(
dR(t)

dt

)2 , π3 =

(
Ṙ(t)

c(t)

)2

, π4 =
dΠ(t)

dt
R(t)

Π(t)dR(t)
dt

π5 =
χR0Π

m+3(t)

ADMn+1(t)R(t)Ṙ(t)
,

π6 =

(
χe0Π

5/2(t)Mn(t)

χR0Πm+4

)
, π7 =

(1− di)J(t)Ud(t)

πl0M(t)Π(t)ADR(t)dR(t)
dt

çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè è èõ ïîêàçàòåëè ïîäîáèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1)
ðàâíû íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áåçðàçìåðíûå êîìïëåêñû π2, π3, π4, π5, π6 è π7, ñîãëàñíî
òåîðèè ïîäîáèÿ è ðàçìåðíîñòè [12], ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåçðàçìåðíûå èíâàðèàíòû:

π2 = C2; π3 = C3; π4 = C4; π5 = C5; π6 = C6; π7 = C7, (17)

ãäå C2 − C7 � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáûê-
íîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îïðåäåëèì M(t), Π(t) è
R(t).

Òàêèì îáðàçîì, ïóòåì óñòàíîâëåíèÿ áåçðàçìåðíûõ èíâàðèàíòîâ π1, π2, π3, π4, π5, π6

è π7 íàì óäàëîñü ñâåñòè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (12)�
(14) ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ C1−C7 ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ ñòàäèþ ðàñ-
øèðåíèÿ ðàçðÿäîâ (t ≤ √

LKC, LK � èíäóêòèâíîñòü ðàçðÿäíîãî êîíòóðà). Äëÿ ýòîé
ñòàäèè, ñîãëàñíî îïûòíûì äàííûì, äàâëåíèå ïëàçìû p â ðàçðÿäíîì êàíàëå ðàñïðåäå-
ëåíî îäíîðîäíî, ò. å. íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû ξ. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (13)
ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ:

∂

∂ξ
[τ(ξ)g(ξ)] = 0, RR̈/(Ṙ)2 − [u(ξ)− ξ]

u′(ξ)
u(ξ)

= 0. (18)

Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè ξ = 0 (τ(0) = 1, g(0) = 1), îïðåäåëèì âåëè÷èíó
ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (18):

τ(ξ)g(ξ) = 1. (19)

Óðàâíåíèå (19) îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû τ(ξ) è
ïëîòíîñòè g(ξ) ïëàçìû â êàíàëå ñòàíîâÿòñÿ âçàèìíî ñâÿçàííûìè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ôóíêöèé g(ξ) è τ(ξ) äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü îäíó èç íèõ. Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû
(18) ïðåîáðàçóåì ê ñëåäóþùåìó âèäó;

π2 = R(t)R̈(t)/[Ṙ(t)]2 = u′(ξ)
[

ξ

u(ξ)
− 1

]
. (20)

10
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Â óðàâíåíèè (20) ïåðåìåííûå t è ξ ðàçäåëÿþòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáå ÷àñòè ýòîãî
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíû ïîñòîÿííîé C2 (êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ):

u′(ξ)
[

ξ

u(ξ)
− 1

]
= C2, R(t)R̈(t)/[Ṙ(t)]2 = C2. (21)

Ïîäñòàâèâ â ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ãðàíè÷íîå óñëîâèå u(1) = 1 ïðè ξ = 1, îïðåäåëèì
çíà÷åíèå ýòîé êîíñòàíòû: C2 = 0. Ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè êîíñòàíòû C2 âòîðîå óðàâíå-
íèå ñèñòåìû (21) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè R(0) = Rin, (Ṙ(t))t=0 = Vin èìååò ñëåäóþùåå
ðåøåíèå:

R(t) = Rin + Vint. (22)

Ïðè C2 = 0 ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (21) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
u(0) = 0, u(1) = 1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(ξ) = ξ, (23)

îïðåäåëÿþùàÿ ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ãàçîäèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòè ÷àñòèö
ïëàçìû υ(t, ξ) = Ṙ(t)u(ξ) â ðàçðÿäíîì êàíàëå. Ñ ó÷¼òîì (23) èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâ-
íîñòè (16) îïðåäåëèì çíà÷åíèå êîíñòàíòû C1:

π1 =
Ṁ(t)R(t)

M(t)Ṙ(t)
= C1 = −2. (24)

Ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè èíâàðèàíòà π1 èç óðàâíåíèÿ (24) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
M(0) = ρin, R(0) = Rin ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ïëàçìû ρ(t, ξ) = M(t)g(ξ)

ðàçðÿäíîãî êàíàëà îò åãî ðàäèóñà R(t):

M(t) = ρin

(
Rin

R(t)

)2

. (25)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (15), óðàâíåíèå (19) è ôîðìóëó (25), íàéäåì çíà÷åíèÿ
áåçðàçìåðíîãî èíâàðèàíòà

π4 =
Π̇(t)R(t)

Π(t)Ṙ(t)
= C4 = 2. (26)

Ïðè èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè M(t) èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (19) ìîæíî îïðåäåëèòü
òåìïåðàòóðó ïëàçìû íà îñè ðàçðÿäíîãî êàíàëà

Π(t) =
p

(γd − 1)ADM(t)
. (27)

Äàâëåíèå ïëàçìû p â (27) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3).
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Ïðè èçâåñòíûõ âåëè÷èíàõ Ud(t), J(t), l0, R(t), M(t) è Π(t) çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ áåç-
ðàçìåðíûõ èíâàðèàíòîâ π5, π6 è π7 ìîæíî âû÷èñëèòü.

Èç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé (22), (25) è ôîðìóëû (27) âèäíî, ÷òî ïëîòíîñòü M(t) è
òåìïåðàòóðà Π(t) çàâèñÿò îò ðàäèóñà êàíàëà R(t). Çàâèñèìîñòü íà÷àëüíîé ñêîðîñòè
Vin îò îáîáùåííîé ïåðåìåííîé Ξ ÈÑÝÐ â ïëîòíûõ ãàçàõ îïðåäåëåíà íàìè â ðàáîòå [7]
è ñîãëàñóåòñÿ ñ îïûòíûìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè íàìè è äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè.
Âåëè÷èíû Vin, M(t) è Π(t), à òàêæå ðàäèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû τ(ξ) è
ïëîòíîñòè g(ξ) â ðàçðÿäíîì êàíàëå ðàçðÿäîâ áóäóò îïðåäåëåíû â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ.

Ñ÷èòàþ ñâîèì äîëãîì âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü À. À. Ðóõàäçå çà öåííûå îáñóæäåíèÿ.
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