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Ðàññìîòðåíà ðåëÿòèâèñòñêàÿ äèíàìèêà ðàñïðåäåëåííûõ
ïëîòíîñòåé ìàññû è çàðÿäà ïðîòÿæåííîé êëàññè÷åñêîé
÷àñòèöû ñ ó÷åòîì ãðàâèòàöèîííûõ è ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ ïîëåé. È ãåîäåçè÷åñêèå, è ïîëåâûå óðàâíåíèÿ âû-
âîäÿòñÿ âàðüèðîâàíèåì îäíîé è òîé æå ëàãðàíæåâîé
ïëîòíîñòè â äåéñòâèè äëÿ íåëîêàëüíîé ÷àñòèöû, ðàñ-
ïðåäåëåííîé ïî âñåìó åå ðàäèàëüíîìó ïîëþ. Âåêòîðíûå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïëîòíîñòåé ìàòåðèàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ñîâïàäàþò ñî ñâåðòêîé òåíçîðíûõ ãðàâèòà-
öèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîëåé îò íåïðåðûâíûõ ýëåìåí-
òàðíûõ èñòî÷íèêîâ. Êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå ýíåðãåòè-
÷åñêèõ ïîòîêîâ â ðàñïðåäåëåííîé ÷àñòèöå çàâèñèò, êàê è
â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, îò ÷åòûðåõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ
ïîòåíöèàëîâ. Îíè ïðèâîäÿò ïîìèìî ñèëû Ëîðåíöà åùå ê
äâóì óñêîðÿþùèì ôàêòîðàì, èñ÷åçàþùèì ïðè ðàâíîâåñ-
íûõ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèÿõ â íåïðåðûâíîé ÷àñòèöå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîòÿæåííûé çàðÿä, íåïóñòîå ïðîñòðàíñòâî, ðåëÿòèâèñòñêàÿ æèä-
êîñòü, ãðàâèòàöèÿ íåëîêàëüíûõ ìàññ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òîëüêî êâàíòîâûé (íî íèêàê íå êëàññè÷åñêèé) ýëåêòðîí ïðèíÿòî
ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñïðåäåëåííûé àâòîêîãåðåíòíûé íîñèòåëü ýëåìåíòàðíûõ ìàòåðè-
àëüíûõ ïëîòíîñòåé. Â òî æå âðåìÿ, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà âûíóæäåíà ïîäñòðàèâàòüñÿ
ïîä ÿêîáû íàáëþäàåìóþ íà ïðàêòèêå �ïóñòîòó� êîñìè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïóòåì äî-
ïóñêà â íåé âåðîÿòíîñòíûõ ñîñòîÿíèé ýëåìåíòàðíîé ìàññû è åå ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.
Áóäó÷è ñâîáîäíîé îò âåðîÿòíîñòåé, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ â ïðèíöèïå íå ìîæåò
îáîéòèñü áåç ïàðàäèãìû íåïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîãî îïèñàíèÿ
ðàñïðåäåëåííîé ìàññû ó ïðîòÿæåííîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû. Ýòà ïàðàäèãìà ïîçâî-
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ëÿåò ðàñêðûòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñêàëÿðíîé êðèâèçíû Ðè÷÷è â òåðìèíàõ ìàññîâûõ
ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåííîãî íîñèòåëÿ ñ íåïðåðûâíûì ïîëåì ìåõàíè÷åñêîé èíåðöèè è
ýêâèâàëåíòíûì ïîëåì òÿãîòåíèÿ [1, 2]. Ïðè ýòîì íåïðåðûâíûå ïëîòíîñòè ìàññû è çàðÿ-
äà ðàäèàëüíî ðàñïðåäåëåííîãî ýëåêòðîíà ìîãóò â àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ óäîâëåòâî-
ðÿòü èçâåñòíûì óðàâíåíèÿì êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ. Äàííûé ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêò
ïîäñêàçûâàåò ïóòü íåäóàëüíîãî îáúåäèíåíèÿ èñòî÷íèêîâ è ïîëåé ïðè ïîèñêå êîíöåïòó-
àëüíûõ âîçìîæíîñòåé êîíâåðãåíöèè êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî îïèñàíèÿ ëîêàëüíûõ
ïîòîêîâ ýëåìåíòàðíîé ìàòåðèè. Îäèí èç âîçíèêàþùèõ âîïðîñîâ � íà êàêèå õàðàêòåðè-
ñòèêè ïîëåé ñëåäóåò îïèðàòüñÿ ïðè òàêîé êîíâåðãåíöèè: íà ÷åòûðå ýëåêòðîìàãíèòíûõ
ïîòåíöèàëà Aµ, êàê â êâàíòîâîé äèíàìèêå, èëè íà øåñòü íàïðÿæåííîñòåéEi è Bi òîãî
æå ïîëÿ, êàê ïîäñêàçûâàåò ñèëà Ëîðåíöà äëÿ êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ?

Íåïóñòîå (ìàòåðèàëüíîå) ïðîñòðàíñòâî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ñîâìåñòíîé ãåîìåò-
ðèçàöèè íåïðåðûâíûõ èíåðöèîííûõ è ãðàâèòàöèîííûõ ìàññ. Òàêàÿ ãåîìåòðèçàöèÿ âå-
ùåñòâà â ñòàòèêå, äëÿ ïðîñòîòû, ïðèâîäèò ê ïîëåâîìó óðàâíåíèþ(2Ro

o −R)c3/8πG ≡ 0

äëÿ ïàññèâíîé (èíåðöèîííàÿ ÷àñòèöà) ïëþñ àêòèâíîé (ãðàâèòèðóþùåå ïîëå) ïëîòíî-
ñòè ìàññû-ýíåðãèè, êîòîðàÿ è îïðåäåëÿåò êðèâèçíó Ðè÷÷è â íåïóñòîì ïðîñòðàíñòâå
ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòîêîâ. Áîëåå êîíêðåòíî, ñêàëÿðíóþ ïëîòíîñòü Ðè÷÷èR ≡ gµνRµν =

8πG(mp + ma)n/c2 ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü ÷åðåç ñóììó ìàññîâûõ ïëîòíîñòåé íåïðå-
ðûâíîé ÷àñòèöû mpn è åå ïîëÿ òÿãîòåíèÿ man, ïðè÷åì mp = ma ñîãëàñíî ýéíøòåéíîâ-
ñêîìó Ïðèíöèïó Ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ïàðàäèãìå íåïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà ýíåðãåòè÷å-
ñêèé ÷åòûðåõïîòîê (c4Ruo/8πG)cuµ ïðîïîðöèîíàëåí ñêàëÿðíîé êðèâèçíå Ðè÷÷è è ÷åòû-
ðåõñêîðîñòè uµ = dxµ/ds ïîëíîé (ïàññèâíîé + àêòèâíîé) ïëîòíîñòè ýíåðãèèc4Ruo/8πG

ìàòåðèàëüíîãî íîñèòåëÿ. Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü òîêà ìàññû îïèñûâàåòñÿ ÷åòûðåõâåêòî-
ðîì (c2R/8πG)cuµ = n(mp + ma)cu

µ íà áàçå òîãî æå ñêàëÿðà Ðè÷÷èR.

Ñêàëÿðíûå èíåðöèàëüíàÿ (ïàññèâíàÿ, mp) è ãðàâèòàöèîííàÿ (àêòèâíàÿ, ma) ìàñ-
ñû èëè, òî÷íåå, èõ ïàðíûå ïëîòíîñòè âíóòðè ìàòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà êàæäîãî
ïðîòÿæåííîãî íîñèòåëÿ íåïðåðûâíûõ ìàññ-ýíåðãèé ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè èíâàðè-
àíòàìè Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ), ñâîéñòâà êîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêè ñî-
îòâåòñòâóþò èíâàðèàíòíûì ñâîéñòâàì ñêàëÿðíîé êðèâèçíû Ðè÷÷è. Ýòî ñîîòâåòñòâèå
âîçíèêàåò íå ñëó÷àéíî. Îíî è åñòü ìåòðè÷åñêàÿ ñóòü êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîòÿæåííûõ
íåïðåðûâíûõ ÷àñòèö â îáùåì ìàòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå ãåîìåòðèçàöèÿ ÷åðåç
êðèâèçíó Ðè÷÷è îäíîé ýëåìåíòàðíîé ìàññîâîé ïëîòíîñòè äîïóñêàåò ëèíåéíóþ ñóïåð-
ïîçèöèþ äëÿ ìèðîâîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ïåðåêðûòèÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ïëîòíîñòåé,∑

k(mkp +mka)nk = c2Rsum/8πG. Òàêèå ïåðåêðûâàþùèåñÿ ýëåìåíòàðíûå ïðîñòðàíñòâà ñ
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ñóììèðóþùèìèñÿ ïëîòíîñòÿìè ëîêàëüíîé ìàññû-ýíåðãèè è ôîðìèðóþò åäèíîå ìàòåðè-
àëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ðåçóëüòèðóþùèì ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì è ñóïåðïîçèöèåé
îáðàòíîêâàäðàòè÷íûõ [2] ñèë ïðèòÿæåíèÿ, íàáëþäàåìîé íà ïðàêòèêå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå èäåè ìàòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê íàáëþäàåìîé ôè-
çè÷åñêîé ðåàëüíîñòè òðåáóåò çàíîâî ïðîðåøàòü âñå êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîëÿ â àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ ÷àñòèöûn(x, a), à íå â íåàíàëèòè÷å-
ñêèõ ïðèáëèæåíèÿõ ñ äåëüòà-îïåðàòîðíîé ïëîòíîñòüþ ÷àñòèöû δ(x − a). Ïðåòåíäóÿ
íà ëîêàëèçîâàííîñòü ëèøü â îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå �a� ïðè íåïîñðåäñòâåííûõ
çàìåðàõ åå ýíåðãåòè÷åñêèõ îáìåíîâ, ñêàëÿðíàÿ ìàññà êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû
mo = E/c2 ÿâëÿåòñÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå íåëîêàëüíûì, õîòÿ è çàïðåäåëüíî ñïàäàþùèì
ðàäèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì mon(r − a) = moro/4π(r − a)2(|r − a| + ro)

2 6= moδ(r − a).
Äëÿ áåñêîíå÷íî ðàñïðåäåëåííîãî ýëåêòðîíà ìàñøòàá ðàäèàëüíîãî îõâàòà åãî ïîëóìàññû
ro = Gmo/c

2 = 7×10−58 ì ïðîñòî íåðàçðåøèì äëÿ ëàáîðàòîðíûõ èçìåðåíèé íåîäíîðîä-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà, ïðîìåðåííîãî ëèøü äî10−18 ì. Ïîýòîìó-òî äåëüòà-ïëîòíîñòü Äèðà-
êà è îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïðàêòè÷íîé (íåñìîòðÿ íà êîíöåïòóàëüíóþ íåêîððåêòíîñòü) ìî-
äåëüþ äëÿ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîãî â ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíîãî èñòî÷íèêà (ò.å.
âåùåñòâà). Ïðîñòðàíñòâåííîå ïåðåêðûòèå àâòîêîãåðåíòíûõ, ñâåðõòåêó÷èõ ýëåìåíòàð-
íûõ ïëîòíîñòåé íåïðåðûâíûõ ýëåêòðîíîâ ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü èäåàëüíîå ñóììàð-
íîå äâèæåíèå, êîòîðîå, òåì íå ìåíåå, íå ÿâëÿåòñÿ ñâåðõòåêó÷åé ðàçíîâèäíîñòüþ äâè-
æåíèÿ â îòñóòñòâèå êîëëåêòèâíûõ êîãåðåíòíûõ ñâîéñòâ (íåîáõîäèìûõ äëÿ óñðåäíåííî-
ãî êâàíòîâàíèÿ êîëëåêòèâíîãî ìàòåðèàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ). Íî ïî îòäåëüíîñòè êàæäûé
íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûé ðàäèàëüíûé ýëåêòðîí ñîõðàíÿåò ñâîþ êîãåðåíòíóþ ïðî-
ñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ïðè îòñóòñòâèè âÿçêèõ âçàèìîäåéñòâèé èëè ýíåðãåòè÷åñêèõ
îáìåíîâ. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíûé ïîòîê ïëîòíîñòè ýíåðãèè êàæäîãî íåïðåðûâíî-
ãî ýëåêòðîíà óäîâëåòâîðÿåò çàêîíàì ñâåðõòåêó÷åãî äâèæåíèÿ è ïðàâèëàì êâàíòîâàíèÿ
Áîðà�Çîììåðôåëüäà, åñëè â îáùåì íåïóñòîì ïðîñòðàíñòâå íå ïðîèñõîäèò ïåðåäà÷ ýíåð-
ãèè ìàòåðèàëüíûì ïîòîêàì äðóãèõ íåïðåðûâíûõ ÷àñòèö [3].

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïîëåâûõ è ãåîäåçè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ÎÒÎ äëÿ äâèæóùèõñÿ ïëîòíîñòåé ìàòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðèñóòñòâèè ëîêàëü-
íûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ Aµ. Ïîñëåäíèå íå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ãåîìåòðè-
çàöèè èíåðöèàëüíûõ è ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé è ïîýòîìó äîëæíû âîçìóùàòü ãåîäå-
çè÷åñêîå äâèæåíèå ïðîáíûõ èíåðòíûõ ìàññ, òî÷íåå èõ ïëîòíîñòåé. Ñîîòâåòñòâåííî,
äëÿ äåéñòâèÿ íåïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíîãî ýëåêòðîíà áóäåò ââåäåíà íåëîêàëü-
íàÿ ìîäèôèêàöèÿ êëàññè÷åñêîãî äåéñòâèÿ òî÷å÷íîãî ýëåêòðîíà â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå,
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− ∫
dxµ[mcuν + (e/c)Aν ]gµν . Â ýòîé ìîäèôèêàöèè äåéñòâèÿ äëÿ ïîëÿ ðàñïðåäåëåííîé

ýëåìåíòàðíîé ìàòåðèè âñå âàðèàöèîííûå ïëîòíîñòè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íå â íåïî-
äâèæíîì (îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ) ÷åòûðåõîáúåìå√−gd4x ≡ √

γd3x
√

goodx0, êàê
èçíà÷àëüíî áûëî ïðåäëîæåíî Ãèëüáåðòîì â 1915 ãîäó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî âûâîäà
óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, à â äâèæóùåìñÿ êîíôèãóðàöèîííîì 4D-îáúåìå√γd3xds ñ 4-
èíòåðâàëîì ds =

√
(gµνdxµdxν) âìåñòî âðåìåííîé êîîðäèíàòû. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ

äâèæóùåéñÿ ïëîòíîñòè ìàòåðèè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîãî âðå-
ìåíè åå ôèçè÷åñêèé èíâàðèàíò ds, à íå ñîáñòâåííîå âðåìÿ √goodx0 íåçàâèñèìûõ îò
äâèæåíèÿ ëîêàëüíûõ íàáëþäàòåëåé. Â íàøåì ïîäõîäå ìàòåðèàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íåîò-
äåëèìî îò ôîðìèðóþùåé åãî ìàòåðèè è ïîýòîìó ëîêàëüíî �òå÷åò� âìåñòå ñ íåé. À ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íåò ëîãè÷åñêîãî ñìûñëà â ñòàòèñòè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèîííûõ îáúåìàõ äëÿ
ëàãðàíæåâîé çàäà÷è ïî âûâîäó îáùèõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Âàðèàöèîííàÿ òåõíè-
êà Ãèëüáåðòà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ êîððåêòíîé, ñòðîãî ãîâîðÿ, òîëüêî äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ
ïîëåé îò ñòàòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ, êàê è ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà. Ïðè
ýòîì â äàëüíåéøåì äëÿ ìåòðèêè ðåàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïëîñ-
êîå 3D-ñå÷åíèå (√γd3x = d3x â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ) èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè,

S = −
∫

gµν [mcuν + (e/c)Aν ]dxµ → −
∫ ∫ ∫ ∫ √

γd3xΠµdxµ =

= −
∫ ∫ ∫ ∫ √

γd3xdsΠµu
µ = −

∫ ∫ ∫ ∫
L

√
(−g)d4x/c. (1)

Çäåñü è äàëåå êëàññè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü êàíîíè÷åñêîãî ÷åòûðåõèìïóëüñàΠµ ≡ gµνi
ν +

enec
−1gµνA

ν çàâèñèò îò ïëîòíîñòè ÷åòûðåõòîêà ìàññûiµ ≡ mnmcuµ ≡ mnmcgµνdxν/ds ≡
gµνi

ν è èìïóëüñíîé íàãðóçêè çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè ene â ëîêàëüíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì
ïîòåíöèàëåAν , ïðè÷åì nm = ne äëÿ îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòàðíîãî íîñèòåëÿ. Ìàññîâûå
ïëîòíîñòè ÷àñòèöû ôîðìèðóþò íåïðåðûâíîå íåïóñòîå ïðîñòðàíñòâî èëè áåñêîíå÷íóþ
ìàòåðèàëüíóþ ñðåäó ñ êîíå÷íûì ïðîñòðàíñòâåííûì èíòåãðàëîì ýëåìåíòàðíîé ìàññû-
ýíåðãèè. Íåîäíîðîäíîå âíóòðåííåå äàâëåíèå �p� â ðàñïðåäåëåííîì ýëåêòðîíå (èëè òåí-
çîðíîå íàïðÿæåíèå ñðåäû Pµν) ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîïðîâîæäàòü ëàãðàíæåâó ïëîò-
íîñòü L ≡ −cΠµu

µds/
√

goodxo = −c4gµνRµν

√
(gρλdxρdxλ)/16πG

√
goodxo â íåëîêàëüíîì

äåéñòâèè (1) ýëåìåíòàðíîãî ìàòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì â (1) ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíûå (èëè íåíàãðóæåííûå) ìåò-

ðè÷åñêèå ïîòîêè ýíåðãèè, êîãäà ó ðàñïðåäåëåííîé ÷àñòèöû îòñóòñòâóåò ýëåêòðè÷åñêèé
çàðÿä (e = 0) è Πµu

µ ≡ mnmc = Rc3/16πG. Ýòî áóäåò ÷èñòî ìåõàíè÷åñêîå äâèæå-
íèå ïëîòíîñòåé ìàññû â ñîïðîâîæäåíèè åå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ïðè÷åì ìåòðè÷åñêèé
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òåíçîð gµν è ïëîòíîñòè êðèâèçíû Ðè÷÷èRµν äîëæíû ïîëíîñòüþ îïèñàòü ëîêàëüíûå ïî-
òîêè ìàòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìåòðè÷åñêèå âàðèàöèè δgµν äåéñòâèÿ (1) ñðàçó æå
ïðèâîäÿò ê äåñÿòèêîìïîíåíòíîìó àíàëîãó óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà,

c4

8πG
(Rµν − 1

2
Ruµuν) = Pµν . (2)

Çäåñü, ñëåäóÿ èçâåñòíîé ãèïîòåçå Ïóàíêàðå î âíóòðåííåì äàâëåíèè äëÿ ïîääåðæàíèÿ
ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû íåòî÷å÷íîé ÷àñòèöû, ìû ôåíîìåíîëîãè÷åñêè óðàâíîâå-
øèâàåì ïëîòíîñòü òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â ëåâîé, âàðèàöèîííîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(2) ïîêà åùå íåîïðåäåëåííûì òåíçîðîì âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèéPµν (êîòîðûé è ïðè-
çâàí ñòàáèëèçèðîâàòü ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå íåîäíîðîäíîé ÷àñòèöû). Ýòîò
òåíçîð ìîæåò áûòü â îáùåì ñëó÷àå äîïîëíåí íàïðÿæåíèÿìè íå òîëüêî îò ìåõàíè÷å-
ñêîãî äàâëåíèÿ, íî è îò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëüíîé ñðåäû. Èäåàëüíûé ðåëÿòè-
âèñòñêèé ïîòîê ñîïðîâîæäàåòñÿ â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îáùåèçâåñòíûì â ÎÒÎ òåíçîðîì
Pµν = puµuν − pgµν cî ñêàëÿðíûì äàâëåíèåì �p�. Ó ñâåðõòåêó÷èõ ïîòîêîâ íåéòðàëü-
íîãî ãåëèÿ ýòî âíóòðåííåå äàâëåíèå ïðèíÿòî òðàêòîâàòü ÷åðåç ââåäåíèå õèìè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà [4].

Ëåâàÿ ñòîðîíà (2) â ñòàòèêå ñîîòâåòñòâóåò ïîëåâîé ÷àñòè ãðàâèòàöèîííîãî óðàâíåíèÿ
Ýéíøòåéíà, íàéäåííîé Ãèëüáåðòîì èç ìåòðè÷åñêèõ âàðèàöèé äåéñòâèÿ äëÿ ñòàòè÷å-
ñêèõ, êàê âûøå îáñóæäàëîñü, ìàññ. Â ïàðàäèãìå íåïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà ìàññà-ýíåðãèÿ
íåïðåðûâíîé ãåîìåòðèçîâàííîé ÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ òàêæå, êàê è åå ãåîìåòðèçîâàííîå
ïîëå, ëåâîé ÷àñòüþ (2), ÷òî ðàíåå áûëî ïîêàçàíî íà ïðèìåðå ñòàòè÷åñêèõ ìåòðè÷åñêèõ
ñèñòåì [1, 2]. Ñîãëàñíî êà÷åñòâåííîìó àíàëèçó Ýéíøòåéíà, Èíôåëüäà, è Õîôìàíà [5]
êîððåêòíîå òåíçîðíîå óðàâíåíèå ÎÒÎ äëÿ ãðàâèòàöèè äîëæíî ñîäåðæàòü â ñåáå ãåîäå-
çè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíåðöèîííûõ ìàññ â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî ñëåäñòâèÿ. È
äåéñòâèòåëüíî, ïîâûøàÿ îäèí èíäåêñ (ν, íàïðèìåð) â ãðàâèòàöèîííîì òåíçîðíîì óðàâ-
íåíèè (2) è ïðèìåíÿÿ êîâàðèàíòíûé íàáëà-îïåðàòîð∇ν âìåñòå ñ óêîðî÷åííûìè óðàâíå-
íèÿìè Áèàíêè∇νR

ν
µ ≡ ∇µR/2 ê ïîëó÷åííîìó ðåçóëüòàòó, ìîæíî íàïðÿìóþ èç (2) ïîëó-

÷èòü ÷åòûðåõâåêòîðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ìàññû (Rc2/16πG = mnm)
íåïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ãåîäåçè÷åñêîå óðàâíåíèå,

c4

16πG
[∇ν(Ruµu

ν)−∇µR] +∇νP
ν
µ = 0 èëè ∇ν(wuµu

ν)−∇µw = 0, (3)

óäîáíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ñêàëÿðíîé ôóíêöèèw ≡ mnmc2 + p ïðè ââåäåíèè âíóò-
ðåííåãî äàâëåíèÿ Ïóàíêàðå �p� ïî ãðàäèåíòíîìó ñîîòâåòñòâèþ∇νP

ν
µ = ∇ν(puµu

ν−pδν
µ).

Òàêàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿw äëÿ îäíîé ðàñïðåäåëåííîé ÷àñòèöû ïðåäñòàâëÿåò ñî-
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áîé àíàëîã õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ó ìíîãî÷àñòè÷íîé ñðåäû, ïîñêîëüêó ðåëÿòèâèñò-
ñêàÿ îäíîðîäíîñòü ∇µw = 0, âêëþ÷àÿ (uµu

ν − δν
µ)∇νw = 0, îçíà÷àåò â (3) îòñóòñòâèå

÷åòûðåõóñêîðåíèé wuν∇νuµ ≡ wDuµ/Ds = 0. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ôèçè÷å-
ñêîé ÷åòûðåõìåòðèêè ñ åâêëèäîâûì òðåõïðîñòðàíñòâîì âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ∇νu

ν ≡ 0,
è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàâíîâåñíûõ ëîêàëüíûõ ïëîòíîñòåé ýëåìåíòàðíîé ìàòåðèè âû-
ïîëíÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîå ñîõðàíåíèå∇ν(wuν) ≡ 0.

Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå àíàëîãè ÷åòûðåõâåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (3) óæå íåîäíîêðàòíî
îáñóæäàëèñü äëÿ èçîýíòðîïèéíûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ æèäêîñòåé, íàïðèìåð [6]. Ìû èñ-
ñëåäóåì ýòîò êëàññ ôèçè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñóá-
ìåòðèêè òðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñå÷åíèé â èñêðèâëåííûõ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûõ ìíîæåñòâàõ. Ïðîåêöèÿ îáîèõ ÷åòûðåõâåêòîðîâ èç (3) íà íîðìàëü ê uµ,
{∇ν(wuµu

ν)−uµu
λ∇ν(wuλu

ν)} = {∇µw−uµu
ν∇νw}, ïîêàçûâàåò ÷òî∇µw = uµu

ν∇νw +

[w∇ν(u
νuµ) − wuµu

λ∇ν(uλu
ν)] ≡ uν∇ν(wuµ), âñëåäñòâèå uλuλ ≡ 1 è uλ∇νuλ ≡ 0. Ïî-

ëó÷åííîå óðàâíåíèå ∇µw = uν∇ν(wuµ) ýêâèâàëåíòíî (3), òàê êàê îíî âûâåäåíî ÷åðåç
òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîýòîìó âñåãäà ñïðàâåäëèâîuν∇ν(wuµ) = ∇ν(wuµu

ν)

äëÿ ÷åòûðåõâåêòîðíîãî çàêîíà ãåîäåçè÷åñêîãî äâèæåíèÿ (3). Òàêèì îáðàçîì, ñëåäó-
åò çàêëþ÷èòü èç âåêòîðíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3) è åãî ïðîåêöèè íà íîðìàëüíóþ îñü, ÷òî
∇νu

ν ≡ [∂ν
√

γ
√

goo(dxν/ds)]/
√

γ
√

goo = 0. Äåéñòâèòåëüíî, äèâåðãåíöèÿ ëîêàëüíîé ñêî-
ðîñòè äâèæóùåãîñÿ ìàòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà � ýòî ðåëÿòèâèñòñêèé èíâàðèàíò, êî-
òîðûé ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò (ãäå dx0 6= 0, dxi = 0, ds =

√
goodx0 è ∇νu

ν = (∂o
√

γ)/
√

γ
√

goo), ìîæíî ñðàçó æå
íàéòè ∇νu

ν ≡ 0 äëÿ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî 3-ñå÷åíèÿ (√γ ≡ 1), õàðàêòåðíîãî
äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ìàòåðèè â ïàðàäèãìå íåïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà [1, 2].

Îáùåèçâåñòíûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîòîêà [6] wuµ = −∂µφ ìîãóò áûòü
ïðèìåíåíû, êàê èçâåñòíî, ê êâàíòîâàíèþ âèõðÿ â ñâåðõòåêó÷åì ãåëèè. Ýòà ñðåäà, àâòî-
êîãåðåíòíàÿ áëàãîäàðÿ åâêëèäîâîñòè 3-ïðîñòðàíñòâà, ïðèâîäèò ê îäíîçíà÷íûì ôåéíìà-
íîâñêèì èíòåãðàëàì ïî òðàåêòîðèÿì [3]. Ïîòåíöèàëüíûå ðåøåíèÿ ñ∂µ∂νϕ = ∂ν∂µϕ ìî-
ãóò áûòü íàïðÿìóþ íàéäåíû èç (3) ïðè åãî ýêâèâàëåíòíîì ïðåäñòàâëåíèèuν∇ν(wuµ) =

uν∇µ(wuν), îñíîâàííîì íà èíâàðèàíòíûõ ñîõðàíåíèÿõ∇νu
ν = 0 è uν∇µuν = 0.

Âûøåóïîìÿíóòîå ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ãåîäåçèêè (3), uν∇ν(wuµ) =

uν∇µ(wuν), ìîæíî âûâåñòè è ëàãðàíæåâûì ìåòîäîì, âàðüèðóÿ äåéñòâèå (1) îòíîñè-
òåëüíî ëîêàëüíûõ ñìåùåíèé δxµ ìàòåðèàëüíûõ ïëîòíîñòåé,

δS = −
∫ ∫ ∫ ∫ √

γd3x(Πµdδxµ + dxµδxν∂νΠµ) =
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= −
∫ ∫ ∫ ∫

d3xdsδxµ(∂νΠµ − ∂µΠν)dxν/ds. (4)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî∂νΠµ−∂µΠν ≡ ∇νΠµ−∇µΠν è ∇νP
ν
µ = uν∇ν(puµ)−∇µp äëÿ

äâèæóùåãîñÿ ìàòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, âàðèàöèè (4) äëÿ ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííûõ
ïëîòíîñòåé ìàññû äàþò ÷åòûðå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà,

uν [∇ν(wuµ + eneAµ)−∇µ(wuν + eneAν)] = 0. (5)

Ýòî îáùåå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå â òî÷íîñòè ïåðåõîäèò ïðèeneAν = 0 (è∇νu
ν ≡ 0 äëÿ

γ = const) â ãåîäåçè÷åñêîå óðàâíåíèå (3), ïîëó÷åííîå èç ñâåðòêè òåíçîðíîãî óðàâíåíèÿ
äëÿ ñîâìåñòíî ðàñïðåäåëåííûõ àêòèâíûõ (ãðàâèòàöèîííûõ) è ïàññèâíûõ (èíåðöèàëü-
íûõ) ìàññ.

Âåêòîðíîå ñîîòíîøåíèå (5) ïðèìåíèìî â îáùåì ñëó÷àå îòêëèêîâ çàðÿæåííîé ïëîò-
íîñòè ìàññû íà âíåøíåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Ñëåäóåò îòìåòèòü åãî ÷àñòíîå òåíçîð-
íîå óñëîâèå∇µWν−∇νWµ ≡ ∂µWν−∂νWµ = 0 äëÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ïëîòíîñòåé
ñ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåéΦ, ãðàäèåíò êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò êàíîíè÷åñêîìó ÷åòûðåõ-
èìïóëüñó ïëîòíîñòè çàðÿæåííîé ñðåäû ñ âíóòðåííèì äàâëåíèåì

Wµ ≡ (wuµ + eneAµ)/c = −∇µΦ ≡ −∂µΦ, (6)

ïðè÷åì ∂µ∂νΦ = ∂ν∂µΦ. Òàêîé ïîòåíöèàëüíûé ïîòîê çàðÿæåííûõ ìàòåðèàëüíûõ ïëîò-
íîñòåé ñîîòâåòñòâóåò ëîíäîíîâñêîìó òðåõâåêòîðíîìó òå÷åíèþ çàðÿäîâ â ðåãóëÿðíûõ
ñâåðõïðîâîäíèêàõ. Íàïîìíèì, ÷òî Ô. Ëîíäîí áûë ïåðâûì, êòî ïðåäïîëîæèë â 1935 ã.,
÷òî ôèçè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå v ∝ A â ñòàòè÷åñêèõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ íå òîëüêî ñîâìå-
ñòèìî ñî ñâåðõïðîâîäÿùèì äâèæåíèåì, íî è õàðàêòåðèçóåò ñâåðõïðîâîäÿùèå îòêëèêè
íà ïðèëîæåííûå ìàãíèòíûå ïîëÿ [4].

Îáùèå ÷åòûðåõâåêòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ (5) ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íà ïðîñòðàíñòâåí-
íûå, µ = i (1, 2, 3), è âðåìåííûå, µ = 0, êîìïîíåíòû,

uo(∂oWi − ∂iWo) = uj(∂iWj − ∂jWi), (7a)

ui(∂oWi − ∂iWo) = 0, (7b)

äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ ÷åðåç ñâåðòêó (7à) ñ ui, ÷òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå åñòü
ïðÿìîå ñëåäñòâèå ïåðâûõ òðåõ, ò.ê. uo 6= 0 äëÿ ëþáîãî äâèæåíèÿ. Åñëè âçÿòü ðîòîðíûå
ïðîèçâîäíûå îò òðåõâåêòîðíîãî áàëàíñà ñèëà-óñêîðåíèå â (7à), òî ìîæíî íàéòè åùå
îäíî äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ èäåàëüíûõ ïîòîêîâ ìàòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà,

∂ocurl(uoW) + (∂Wo)× (∂uo) = curl

[
v × curlW

c
√

(1− v2c−2)

]
, (8)
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êîòîðîå ïîääåðæèâàþò òîæäåñòâà âåêòîðíîé àëãåáðû curl grad ≡ 0 äëÿ ðîòîðà òðåõ-
âåêòîðà {curlW}i ≡ eikl(∂kWl − ∂lWk)/2 â åâêëèäîâîì òðåõìåðíîì ñå÷åíèè èñêðèâëåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå (8) ìîæåò áûòü óïðîùåíî â îòñóòñòâèå ïîëåé òÿãîòåíèÿ
äëÿ ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ (uo − 1 ≈ v2c−2 ¿ 1) çàðÿæåííûõ ñâåðõòåêó÷èõ ïëîòíîñòåé,
êîòîðûìè óïðàâëÿåò íåðåëÿòèâèñòñêèé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ (èñïîëüçóåìûé äëÿ
ñêàëÿðíîé èíòåðïðåòàöèè âíóòðåííåãî íàïðÿæåíèÿ èëè äàâëåíèÿ [4], p ⇒ mnmµ) è
ïðèëîæåííûå ìàãíèòíûå ïîòåíöèàëûA ≡ {A1, A2, A3},

∂

∂t

{
curl

[
mnm(1 + µc−2)v + enec

−1A
]}

=

= curl
{
v × curl

[
nmm(1 + µc−2)v + enec

−1A
]}

. (9)

Íåðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå (9) õîðîøî ïðîâåðåíî [4] íà ëàáîðàòîðíûõ ñâåðõïðîâîä-
íèêàõ (µ/c2 ¿ 1) ñ îäíîðîäíûìè ñóììàðíûìè ïëîòíîñòÿìè ïåðåêðûâàþùèõñÿ ñâåðõ-
òåêó÷èõ íîñèòåëåé, ∂nm = ∂ne = 0. Ïîýòîìó îáùèå ãåîäåçè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (3) è
(5) ïðèìåíèìû íå òîëüêî ê èäåàëüíûì (ìåæäó íåóïðóãèìè ñòîëêíîâåíèÿìè) ïîòîêàì
ìàññû-ýíåðãèè, íî è ê ñâåðõòåêó÷èì, àâòîêîãåðåíòíûì ïëîòíîñòÿì ïîòîêà îäíîãî íåïðå-
ðûâíîãî ýëåêòðîíà â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ âñåãî ìàòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ðàçëîæèì â óðàâíåíèè (5) ýëåêòðîìàãíèòíûé ÷åòûðåõïîòåíöèàëAµ ≡ gµνA
ν íà äâà

îðòîãîíàëüíûõ ñëàãàåìûõ A
‖
µ = uµu

νAν è A⊥
µ ≡ Aµ − uµu

νAν , íàïðàâëåííûõ ñîîòâåò-
ñòâåííî ïàðàëëåëüíî è îðòîãîíàëüíî ÷åòûðåõñêîðîñòèuµ ðàññìàòðèâàåìîé ïëîòíîñòè
ìàòåðèè. Òîãäà ýêâèâàëåíòíàÿ çàïèñü ðåëÿòèâèñòñêîãî äâèæåíèÿ (5),

(w + eneu
λAλ)u

ν∇νuµ = (δν
µ − uµu

ν)∇ν(w + eneu
λAλ)+

+uνene(∇µA
⊥
ν −∇νA

⊥
µ )− A⊥

µ uν∇ν(ene), (10)

ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ÷åòûðåõóñêîðåíèåuν∇νuµ ≡ Duµ/Ds çàðÿæåííîé ìàòåðèè ñ ãðàäèåí-
òîì åå ýëåêòðîõèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà∇ν(w+eneu

λAλ), ñ ñèëîé Ëîðåíöà uνene(∇µA
⊥
ν −

∇νA
⊥
µ ) äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé ïëîòíîñòè ρe = ene è ñ èíâàðèàíòíûì òåìïîì èçìåíåíèÿ

ýòîé ïëîòíîñòè uν∇ν(ene) ≡ D(ene)/Ds â ïîòåíöèàëå An
µ. Òàêîå óðàâíåíèå ãèäðîäè-

íàìè÷åñêîãî òèïà äëÿ çàðÿæåííûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîòîêîâ ìàññû-ýíåðãèè ìîæåò áûòü
ôîðìàëüíî ñðàâíåíî äëÿ ðàâíîâåñíûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ ðàäèàëüíîãî ýëåêòðîíà, êîãäà
∇ν(w + eneu

λAλ) = 0 è D(ene)/Ds = 0, ñ ðåëÿòèâèñòñêèì óðàâíåíèåì Ìèíêîâñêîãî äëÿ
ìîäåëüíîé òî÷å÷íîé ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì e è ìàññîé m,

mc2uν∇νuµ = euνFµν , (11)
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ãäå Fµν ≡ ∇µAν − ∇νAµ. Çàìåòèì, ÷òî â ïðèáëèæåíèè òî÷å÷íîé ÷àñòèöû ýëåêòðîìàã-
íèòíûå ñèëû îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü íàïðÿæåííîñòüþ ïîëÿ Fµν , òîãäà êàê ôèçèêà ïðî-
òÿæåííîãî êëàññè÷åñêîãî çàðÿäà ðàñêðûâàåò â êà÷åñòâå ïåðâîïðè÷èíû ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ âçàèìîäåéñòâèé äâèæåíèå çàðÿæåííûõ ïëîòíîñòåé â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÷åòûðåõ-
ïîòåíöèàëàõ A

‖
µ ≡ uµu

νAν è A⊥
µ ≡ Aµ − uµu

νAν âäîëü è ïîïåðåê ÷åòûðåõñêîðîñòè uµ.
Êàê è â êâàíòîâîé òåîðèè, â ýëåêòðîäèíàìèêå íåïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåêðûâàþùèõ-
ñÿ íåïðåðûâíûõ ÷àñòèö ïîòåíöèàëAµ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûì ïîíÿòèåì, ÷åì
øåñòü êëàññè÷åñêèõ íàïðÿæåííîñòåéFµν â òåîðèè ïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà ñ äèñòàíöèîííî
ðàçíåñåííûìè òî÷å÷íûìè çàðÿäàìè.

Çíàìåíèòûé ôåíîìåí Ààðîíîâà�Áîìà [7] óæå äàâíî äîêàçàë íà ïðàêòèêå ïðèîðèòåò
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ íàä íàïðÿæåííîñòÿìè ïîëåé. È ýòîò ýêñïåðèìåíòàëü-
íûé ôàêò ìîæíî îòíåñòè íå òîëüêî ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå, íî òàêæå è ê êëàññè÷åñêîìó
îïèñàíèþ íåïðåðûâíîãî ýëåêòðîíà â îáùåé ìàòåðèàëüíîé ñðåäå áåç ïóñòûõ îáëàñòåé.
Â ïðîøëîì ñòîëåòèè ïðîòÿæåííûé êëàññè÷åñêèé ýëåêòðîí îáñóæäàëñÿ Ìè [8], Ãèëü-
áåðòîì [9], Ýéíøòåéíîì [10], Øâèíãåðîì [11] è ìíîãèìè äðóãèìè âûäàþùèìèñÿ òåî-
ðåòèêàìè. Ðàäèàëüíî ðàñïðåäåëåííûå çàðÿä è ìàññà êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû
ïðèâíîñÿò íîâûé ñìûñë â ôèçèêó íåëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèè, âêëþ÷àÿ åå ïëàçìåí-
íûå îáðàçîâàíèÿ. Ïàðàäèãìà íåïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðèâåñòè
ê êîíâåðãåíöèè êâàíòîâîãî è êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäîâ ê ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöå, áåñêî-
íå÷íî ðàñïðåäåëåííîé â ìèðîâîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñóïåðïîçèöèè ïëîòíîñòåé ýíåðãèé
îò âñåõ äðóãèõ íåïðåðûâíûõ çàðÿäîâ è ìàññ.
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