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Îáíàðóæåíû íîâûå ÿâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ
ìîäû èçëó÷åíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì ðåçîíàòîðå ïðè åãî
óñêîðåííîì äâèæåíèè. Îïðåäåëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
èçìåíåíèÿ ôàçû. Îáñóæäàþòñÿ ðàçðåø¼ííûå íàïðàâëå-
íèÿ èçëó÷åíèÿ â íåðàâíîìåðíî äâèæóùåìñÿ ðåçîíàòîðå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåêòîð èçëó÷åíèÿ, äåéñòâèå, ïðÿìîóãîëüíûé ðåçîíàòîð ëàçåðà,
óñêîðåíèå, ôàçà.

Ââåäåíèå. Â äàííîé ðàáîòå îáîáùàþòñÿ íåêîòîðûå ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû [1�
11]. Îòêðûòû íîâûå ÿâëåíèÿ �îïòîäèíàìèêè� [1], èëè �äèíàìè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ ìîäû
èçëó÷åíèÿ� [2�4], êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè äâèæåíèè, êàê öåëîãî, ïîëÿ ñ îïðåäåë¼ííîé
ôàçîâîé ñòðóêòóðîé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ïîëÿ áåç çàðÿäîâ.

Îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè íåðàâíîìåðíîì äâèæåíèè (âðàùåíèè) ëèíåéíîãî (êîëüöåâîãî)
ðåçîíàòîðà ïàðàìåòðû ñòîÿ÷åé âîëíû è å¼ êîìïîíåíò èçìåíÿþòñÿ, à èçëó÷åíèå ïåðåõî-
äèò íà äðóãóþ ðàçðåø¼ííóþ ïðè äàííîì óñêîðåíèè ïðîäîëüíóþ èëè ïîïåðå÷íóþ ìîäó
êîëåáàíèé.

Ïðàêòè÷åñêîé öåëüþ ïðîâåä¼ííûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå íîâîãî òèïà ëà-
çåðíîãî àêñåëåðîìåòðà ïî ïàòåíòó [5], íàïðèìåð, íà îñíîâå ëèíåéíîãî ïîëóïðîâîäíè-
êîâîãî ëàçåðà, êàê â ëàçåðíîé óêàçêå. Òàêîé àâòîíîìíûé ðåçîíàòîðíûé äàò÷èê (ÀÐÄ)
èìååò ãàáàðèòû è ýíåðãîïîòðåáëåíèå ìåíüøå, ÷åì ó ïðåöèçèîííûõ ìåõàíè÷åñêèõ àêñåëå-
ðîìåòðîâ, ñâåò èç íåãî íàðóæó íå âûõîäèò, è â í¼ì íåò äâèæóùèõñÿ èëè íàïðÿãàþùèõñÿ
ïðè äâèæåíèè ÷àñòåé.

Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à äâèæåíèÿ ëèíåéíîãî ðåçîíàòîðà. ßâëåíèÿ èçìåíåíèÿ ñîñòîÿ-
íèÿ ñâåòà èëè åãî ïîëíîé ôàçû èññëåäîâàëèñü òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî â
íåðàâíîìåðíî äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå íåáîëüøîãî ðàçìåðà [6�8], êîãäà, ïðåäâàðèòåëüíî
âûñòðîåííûå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, âñå âåùåñòâåííûå ýëåìåíòû ðåçîíàòîðà ëàçåðà
è ýëåìåíòû îáðàìëåíèÿ îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà çà âñ¼ âðåìÿ
äâèæåíèÿ.

ÈÎÔ ÐÀÍ, 119991 Ðîññèÿ, Ìîñêâà, óë. Âàâèëîâà, 38; e-mail: b−m@fpl.gpi.ru.
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Îáû÷íî ñîñòîÿíèå ñâåòà â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåò ôóíêöèÿ ýéêîíàëà. Çäåñü ôóíê-
öèÿ ýéêîíàëà îïðåäåëÿåòñÿ èçìåíåíèåì ñîñòîÿíèÿ (âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå) óñêîðåí-
íîãî ðåçîíàòîðà ñ èçëó÷åíèåì îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ôîòîïðè¼ì-
íèê âìåñòå ñî âñåìè îñòàëüíûìè îïòè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè îáðàìëåíèÿ òàêæå îñòà¼òñÿ
íåïîäâèæíûì îòíîñèòåëüíî ðåçîíàòîðà. Ïðè ýòîì àìïëèòóäà ïîëÿ èçëó÷åíèÿ íà âûõî-
äå ðåçîíàòîðà ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, ÷òî ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü óñêîðåíèå â ñîáñòâåííîé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà ðåçîíàòîðà.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïîëÿ ñ æ¼ñòêîé ôàçîâîé ñòðóêòóðîé èëè îïðåäåë¼ííûìè ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè ñîáñòâåííóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà ðåçîíàòîðà. Ðàäèóñ-
âåêòîð r â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ðåçîíàòîðà ñâÿçàí ñ ðàäèóñ-âåêòîðîìr0 òîé æå
òî÷êè ðåçîíàòîðà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñîîòíîøåíèåì

r = r0 − S(t); (1)

ãäå S(t) � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ îò íà÷àëà îòñ÷¼òà èíåðöèàëüíîé ñèñòåìûëþáîé òî÷êè
ôàçîâîãî ñêåëåòà ñ íåïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v(t) = Ṡ(t). Ïðè÷¼ì òî÷êà íàä S çäåñü è
äàëåå îáîçíà÷àåò, êàê îáû÷íî, ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ ñèñòåìû.

Ìîæíî ïîêàçàòü [9], ÷òî ñ ó÷¼òîì (1) îïåðàòîð �íàáëà� íå èçìåíèòñÿ

~∇ =

(
∂

∂r

)
=

(
∂

∂r0

)
= ~∇0. (2)

Çíàê ~∇0 â (2) è äàëåå îçíà÷àåò îïåðàòîð �íàáëà� â ïðîèçâîëüíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñ ó÷¼òîì (1) ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî
âðåìåíè â íåðàâíîìåðíî ëèíåéíî äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà ðàâíà

(
∂

∂t

)

r

=

(
∂

∂t

)

r0

+ (Ṡ(t) · ~∇0). (3)

Ïðè âûâîäå îïåðàòîðíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3) ó÷òåíî, ÷òî(∂r0/∂t)r = Ṡ(t).
Ñ ó÷¼òîì (2) è (3) ìîæíî ïîêàçàòü [9], ÷òî âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ôàçû ïîëåé,

èçìåðåííûõ â ñîáñòâåííîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, âûðàæåííûõ â êîîðäèíàòàõ
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðîèñõîäèò äâèæåíèå, ïðèìåò
âèä:

∆0Φ =
εµ

c2

{
∂

∂t
+ (Ṡ(t) · ~∇0)

}2

Φ. (4)

Çäåñü ε � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü, µ � ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü îäíîðîäíîé
íåïîäâèæíîé ñðåäû â ðåçîíàòîðå, à îáú¼ìíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäàρ = 0.
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Óðàâíåíèå (4) îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïîëÿ ïðè ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè
ðåçîíàòîðà ÷åðåç êîîðäèíàòû èíåðöèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ. Îíî ýêâèâàëåíòíî îäíîâðå-
ìåííîìó âûïîëíåíèþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ëèíåéíî äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå è âûïîëíÿ-
åòñÿ êàê äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ íàïðÿæ¼ííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé
â ðåçîíàòîðå, òàê è äëÿ èõ ïîëíîé ôàçû.

Êàê âèäèì, â ïðàâîé ÷àñòè (4) ê ïîëíîé ôàçå èçëó÷åíèÿ äâàæäû ïðèìåíÿåòñÿ îïå-
ðàòîð (3), è óðàâíåíèå (4) â êîîðäèíàòàõ (2) è (3) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è âîëíîâîå
óðàâíåíèå â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà â êîîðäèíàòàõ èíåðöèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â îäíîðîäíîé, íåïîäâèæíîé îòíîñèòåëüíî ôàçîâîãî ñêåëåòà
ðåçîíàòîðà ñðåäå îêàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1), êàê è
îòíîñèòåëüíî ëþáîãî äðóãîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, â òîì ÷èñëå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Íà ïåðâûé âçãëÿä, îòñþäà ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ
ÿâëåíèé îïòîäèíàìèêè (äèíàìè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ ìîäû). Ýòî íå òàê.

Âî-ïåðâûõ, ÿâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ ìîäû èçëó÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå ýô-
ôåêò Ñàíüÿêà â êîëüöåâîì ëàçåðå [10, 11], íàáëþäàþòñÿ. Âî-âòîðûõ, ïðåîáðàçîâàííûõ
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà èëè îäíîãî óðàâíåíèÿ (4), íåäîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ ÿâëåíèé
äèíàìè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ ìîäû.

Âîëíîâîå óðàâíåíèå, êîòîðîãî äîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôàçû èçëó÷åíèÿ ïðè äâè-
æåíèè ðåçîíàòîðà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ñîäåðæèò â âèäå (4) íåñêîëüêî íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé: ýòî ïîëíàÿ ôàçà è òðè êîîðäèíàòû âåêòîðà ñêîðîñòè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè ôàçû îò âåêòîðà ñêîðîñòè íåîáõîäèìî òðè óðàâíåíèÿ
(ïî íåîáõîäèìîìó ÷èñëó áàçèñíûõ ðåøåíèé).

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ íåðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ëèíåéíîãî ðåçîíàòîðà ìû äîïîë-
íÿåì (4) äâóìÿ óðàâíåíèÿìè â îïåðàòîðíîì âèäå: äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè è äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ äåéñòâèÿ ñèñòåìû ïðè å¼ íåèíåðöèàëüíîì ïåðåìåùåíèè. Ìû çàïèñàëè
ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ äëÿ äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû â îïåðàòîðíîé ôîðìå êàê

Ê = Ê0 − (Ṡ · P̂). (5)

Çäåñü Ê è Ê0 � îïåðàòîðû ýíåðãèè ïîëÿ â äâèæóùåìñÿ ðåçîíàòîðå è ñèñòåìå èíåð-
öèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ ñîîòâåòñòâåííî; P̂ � îïåðàòîð èìïóëüñà â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå,
à Ṡ(t) = v(t) � ñêîðîñòü ÀÐÄ îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Óðàâíåíèå (5) ñ ó÷¼òîì çàäà÷è �ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé � ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé� äëÿ
ýíåðãèè, êîãäà ÊΨ = EΨ, ïðèìåò âèä:

[
i~ · ∂

∂t
+ i~ ·

(
v(t) · ∂

∂r

)]
·Ψ = E ·Ψ, (6)
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ãäå (i~(∂/∂t)) � îïåðàòîð ýíåðãèè, à (−i~(∂/∂r)) � îïåðàòîð ñîáñòâåííîãî èìïóëüñà ïîëÿ
â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, èíåðöèàëüíîé äî äåéñòâèÿ âíåøíèõ ñèë.

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6) äëÿ ëèíåéíîãî ðåçîíà-
òîðà ìû èñêàëè â âèäå âåêòîðà íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

E = E0 · exp[∓i · Φ(t; r)], (7)

ãäå Φ(t; r) � ôàçà ïîëÿ èëè ôàçà �ñîáñòâåííîé ôóíêöèè� óðàâíåíèÿ (6).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû ýíåðãèÿE = ~ω (çäåñü ïîëàãàåìω = const),

ïîëó÷èì èç (6) óðàâíåíèå äëÿ ôàçûΦ(t; r) ñ ïîñòîÿííîé ïðàâîé ÷àñòüþ â âèäå

Φ̇ + (v(t) · ~∇)Φ = ω. (8)

Ðåøåíèå (8) èùåì â âèäå ñóììû:Φ = Φ0 + Θ(t; r). Ýòî ðåøåíèå (Φ0 = ω · t) íåîäíî-
ðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ðàâíîå ëèíåéíîé ïî âðåìåíè ÷àñòè ôàçû, ïðèv(0) = 0

ïëþñ ðåøåíèå Θ(t; r) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîé ÷àñòè ôàçû:

Θ̇ + (v(t) · ~∇)Θ = 0. (9)

Ïîñêîëüêó îæèäàåì, ÷òî èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ èçëó÷åíèÿ êîìïåíñèðóåò äåéñòâèå
âíåøíåé ñèëû, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Θ = −(S · ~∇)Θ. (10)

Óðàâíåíèå (10) îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå âåëè÷èíû äåéñòâèÿ (action) â åäèíèöàõ~ äëÿ
èçëó÷åíèÿ ïðè íåðàâíîìåðíîì äâèæåíèè åãî ðåçîíàòîðà, ãäåS � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ
ðåçîíàòîðà îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, à(−i~~∇) � îïåðàòîð èìïóëüñà.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî (9), (10) â òàêîì âèäå íåñîâìåñòíû ñ âîëíîâûì óðàâíåíèåì (4) äëÿ
ôàçû, òàê êàê ïðè èõ âûâîäå ïîëàãàëè, ÷òî ïðè äâèæåíèè ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿω = const.

Íåîáõîäèìî ïðåæäå ïîëó÷èòü îáîáù¼ííîå óðàâíåíèå äëÿ ôàçû, êàê â [2], à ïîòîì
ðåøàòü åãî îäíîðîäíóþ ÷àñòü [9]. Â äàííîì ñîîáùåíèè ïðåäñòàâèì ðåøåíèå óïîìÿíóòîé
îäíîðîäíîé ÷àñòè. Îáñóæäàåì ñîâìåñòíîå ðåøåíèå (9) è (10) äëÿ íåëèíåéíîé ÷àñòè
ôàçû ïðè ìàëûõ óñêîðåíèÿõ, êîãäà ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ íå
ìåíÿåòñÿ.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (9) â âîëíîâîå óðàâíåíèå, åãî ïðîäèôôåðåíöèðîâàëè ïî âðåìå-
íè è ñäåëàëè ïîäñòàíîâêó (10). Òàê ìû ïîëó÷èëè â [9] óðàâíåíèå äëÿ íåëèíåéíîé ÷àñòè
ôàçû ïðè ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè ðåçîíàòîðà, îäíîðîäíîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè
ôàçû è ïîñòîÿííîé ÷àñòîòå â âèäå

Θ̈−
{

1

2
(S̈2)

}
·∆Θ = 0. (11)
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Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (11) âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïîëó÷åíî ïðåîáðàçîâàíèåì:
{

(Ṡ)2 + (S · S̈)
}

=
d

dt
(S · Ṡ) =

1

2
· d

dt

(
2 · S · dS

dt

)
=

1

2
· d2

dt2
(S2). (12)

Â (11) êîýôôèöèåíò ïðè ëàïëàñèàíå íå çàâèñèò ÿâíî îò íàïðàâëåíèÿ âîçäåéñòâèÿ,
÷òî ïðèâîäèò ê ðàçäåëåíèþ ïåðåìåííûõ Θ(t; r) = T (t) · V (r) è ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
(13.1-2):





T̈ (t) +
(S̈2)

2 · Λ2
· T (t) = 0; (13.1)

∆V (r) +
1

Λ2
· V (r) = 0. (13.2)

Ìû àíàëèòè÷åñêè ðåøèëè óðàâíåíèå (13.1) äëÿ òð¼õ òèïîâ äâèæåíèÿ:

v̇1(t) = ~a = const, (14.1)

v̇2(t) = ~a +~b · t; ~b = const, (14.2)

v̇1(t) = ~a · cos(f · t + ϕ0). (14.3)

Â ýòîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåøåíèÿ äëÿ âåëè÷èí âåêòîðà~a óñêîðåíèÿ (14.1) è (14.3).
Ïðè äâèæåíèè ñ óñêîðåíèåì (14.2) ðåøåíèå ñõîæå ñî ñëó÷àåì (14.1), íî îïðåäåëÿåòñÿ

ôóíêöèåé Áåññåëÿ ñ èíûì äðîáíûì èíäåêñîì (íå 1/4, a 1/6).
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî óñêîðåíèÿ (14.1) ðåøåíèå (13.1) èìååò âèä:

T (t) =
(γ · t)
0! · 1 − (γ · t)5

1! · 5 +
(γ · t)9

2! · 5 · 9 −
(γ · t)13

3! · 5 · 9 · 13
+

(γ · t)17

4! · 5 · 9 · 13 · 17
− .... (15)

Â (15) ïàðàìåòð γ îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ~a è ~Ξ êàê:

γ =

(
3

8

)1/4

·
√

(~a · ~Ξ), (16)

ãäå ~Ξ � ýòî âåêòîð èçëó÷åíèÿ (vector of radiation) [6].
Ïðè äâèæåíèè âèäà (14.3) óðàâíåíèå (13.1) ïðèìåò âèä óðàâíåíèÿ Ìàòüå

T̈ (t) +

{
1

2
[(~a · ~Ξ) · cos(f · t)]2

}
· T (t) = 0. (17)

Ðåøåíèå äëÿ (17) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ìàòüå ïåðâîãî òèïà èëècem{a, q, z}
êàê:

T (t) = cem

{
1

4
· (~a · ~Ξ)2

f 2
, −0.125 · (~a · ~Ξ)2

f 2
, (f · t)

}
. (18)
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�Âåêòîð èçëó÷åíèÿ� óñêîðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ðåçîíàòîðà.Ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ ðàçäåëèòåëüíîé ïîñòîÿííîéΛ â óðàâíåíèÿõ (13.1) è (13.2) îïðåäåëÿþòñÿ èç îáùèõ
ñîîáðàæåíèé î ñèììåòðèè ôàçîâîé ñòðóêòóðû ïîëÿ è óñëîâèé íà ãðàíèöàõ îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ îáú¼ìíîé ÷àñòè V (r) ôóíêöèè ýéêîíàëà Θ(t; r). Ðàçäåëèâ ïåðåìåííûå äëÿ
ïðÿìîóãîëüíîãî ðåçîíàòîðà, ïîëó÷èì äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè

V (r) = V1(x) · V2(y) · V3(z) (19)

òðè èäåíòè÷íûõ óðàâíåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîñòîÿííûìè (Λi), êîòîðûå ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì:

3∑
i=1

(Λi)
−2 = (Λ)−2. (20)

Ëåâàÿ ñòîðîíà (20) îïðåäåëÿåò ñóììó êâàäðàòîâ êîîðäèíàò, à ïðàâàÿ � êâàäðàò ìî-
äóëÿ �âåêòîðà èçëó÷åíèÿ�:

~Ξ = {Λ−1
1 ; Λ−1

2 ; Λ−1
3 }. (21)

Êîîðäèíàòû âåêòîðà (21) � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïîñêîëüêó ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
V (r) â ðåçîíàòîðå òðåáóþò íóëåé ýòîé ôóíêöèè íà çåðêàëàõ. Â òî æå âðåìÿ, ïðè ìíè-
ìûõ çíà÷åíèÿõ Λi ðåøåíèÿ (13.2) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè sh(xi),
ch(xi), êîòîðûå íèãäå íå ðàâíû íóëþ. Íà÷àëî îòñ÷¼òà ñîáñòâåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
ðåçîíàòîðà ðàñïîëîæåíî â åãî öåíòðå, à âûõîäíûå çåðêàëà ïåðïåíäèêóëÿðíû îñè Y.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.2) ñ ó÷¼òîì (19) è (21) äëÿ îáëàñòè êîíå÷íîãî ðàçìåðà
ñ îòðàæàþùèìè ãðàíèöàìè ïðèìåò âèä:

V (r) = C1 · exp{i(r · ~Ξ)}+ C2 · exp{i(r · (−~Ξ))} = (V+ + V−). (22)

Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî ðåçîíàòîðà ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ëàçåðà êîìïîíåíòû(Λi)

îïðåäåëÿþò âåùåñòâåííûå êîìïîíåíòû âåêòîðà èçëó÷åíèÿ (21). Âíóòðè ðåçîíàòîðà, êî-
ãäà {−x0 ≤ x ≤ x0;−y0 ≤ y ≤ y0;−z0 ≤ z ≤ z0}, îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

V (±x0; y; z) = 0; (23a)

V (x;±y0; z) = 0; (23b)

V (x; y;±z0) = 0. (23c)

Èç ñîîáðàæåíèé î ñèììåòðèè (ñì. ðèñ. 1) ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè (22) â òî÷êàõ ñ
ðàäèóñ-âåêòîðàìè (r) è (−r) â ðåçîíàòîðå âåðíî óñëîâèå ñèììåòðèè âíóòðåííåé çàäà÷è:

V (r) = −V (−r). (24)
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Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñèììåòðèè (24) äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî çåðêàëà ëèíåéíîãî
ðåçîíàòîðà èìåþò îäèíàêîâûå êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ.

Ó÷èòûâàÿ âèä ôóíêöèè (22) â (24), ïîëó÷èì óñëîâèå (25) èëè (26):

C1 ·exp{i(r·~Ξ)}+C2 ·exp{i(r·(−~Ξ))} = −[C1 ·exp{i((−r)·~Ξ)}+C2 ·exp{i(−r)·(−~Ξ)}], (25)

(C1 + C2) · cos(r · ~Ξ) = 0, (26)

êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êàæäîé òî÷êè ñ ðàäèóñ-âåêòîðîìr âíóòðè ðåçîíàòîðà, åñëè

C1 = −C2 = C. (27)

Îáùåå ðåøåíèå (22) óðàâíåíèÿ (13.2) âíóòðè ðåçîíàòîðà, ãäå â êàæäîé òî÷êå åñòü
êàê V+, òàê è V−, ñ ó÷¼òîì (23a�c) è (27) ïðèìåò âèä:

V (r) = (V+ + V−) = i · 2C · sin(r · ~Ξ). (28)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (29a�c) ñ ó÷¼òîì (28) ýêâèâàëåíòíû òðåáîâàíèÿì íóëÿ ñèíóñà:

±x0 · Ξx = π · kx; (29a)

±y0 · Ξy = π · ky; (29b)

±z0 · Ξz = π · kz. (29c)

Äëÿ ðåçîíàòîðà ñ ðàçìåðàìè (l1× l2× l3), êîãäà {x0 = l1/2; y0 = l2/2; z0 = l3/2}, êîîð-
äèíàòû è ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð âåêòîðà èçëó÷åíèÿ~Ξ îïðåäåëÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

~Ξx = 2π · kx/l1; (30a)

~Ξy = 2π · ky/l2; (30b)

~Ξz = 2π · kz/l3; (30c)

ãäå {kx; ky; kz} � ëþáûå öåëûå ÷èñëà.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (30a�c)ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (29a�c) â ïðÿìîóãîëüíîì ðå-

çîíàòîðå áåç çàðÿäîâ õîðîøî èçâåñòíû. Ñ èõ ïîìîùüþ â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
îïðåäåëÿþòñÿ ðàçðåøåííûå óðîâíè ýíåðãèè è ÷èñëî ìîä â äàííîì äèàïàçîíå ÷àñòîò [12].

Ìû ïîëó÷èëè òå æå äîïóñòèìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êàê â [12] èç äðóãîãî èñõîäíî-
ãî óðàâíåíèÿ (11) è óñëîâèÿ ñèììåòðèè (24). Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
íàøåé ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è îïðåäåëÿþò ðàçðåø¼ííûå íàïðàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ â
äâèæóùåìñÿ ðåçîíàòîðå è èìåþò ñìûñë êîîðäèíàò �âåêòîðà èçëó÷åíèÿ�~Ξ.
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Òî÷êè ïðîñòðàíñòâåííûõ íóëåé{r0 = (x0; y0; z0)|Θ(t; r0) = 0} äëÿ ðåøåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ÷àñòè (11) â âèäå (28) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íóëÿ ñèíóñà. Ýòè òî÷êè
îáðàçóþò ñåìåéñòâî ïðÿìûõ ëèíèé â ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè (31)

(x0~Ξx) + (y0~Ξy) + (z0~Ξz) = π · k0 (31)

ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ {kx; ky; kz; k0}, êàê äëÿ (30a-c).
Èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè êîîðäèíàòàõ

â óðàâíåíèè ïðÿìîé îáùåãî âèäà (31) ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà(~Ξ), ïåðïåíäè-
êóëÿðíîãî ýòîé ïðÿìîé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñíàðóæè ðåçîíàòîðà óñëîâèå ñèììåòðèè (24) ïðèìåò èíîé âèä,
òàê êàê ñ îäíîé ñòîðîíû âûõîäíîãî çåðêàëà ïðèñóòñòâóåò òîëüêî êîìïîíåíòàV+(r′),
à â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé òî÷êå ñî ñòîðîíû ïðîòèâîïîëîæíîãî çåðêàëà � òîëüêî
V−(−r′).

Äëÿ òî÷êè r′ ñíàðóæè ðåçîíàòîðà â åãî ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà óñëîâèå ñèì-
ìåòðèè âíåøíåé çàäà÷è ïðèìåò âèä:

V+(r)′ = −V−(−r′). (32)

Óñëîâèå (32) äëÿ (22) ñ ó÷¼òîì (27) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ.
Òî÷êè r′ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàêñèìóìîâ{r′ = (x′; y′; z′)|Θ(t; r′) = Θmax} äëÿ ðåøåíèÿ

ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè (11) â âèäå (28) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ìàêñèìóìà
ñèíóñà èëè íóëÿ êîñèíóñà:

2 · cos(r′ · ~Ξ) = 0. (33)

Ýòè òî÷êè îáðàçóþò ïðÿìûå ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå, íå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîð-
äèíàò, îïðåäåëÿåìûå óñëîâèåì (33) èëè óðàâíåíèÿìè

(x′ · ~Ξx) + (y′ · ~Ξy) + (z′ · ~Ξz) = π · (k0 + 1/2). (34)

Óðàâíåíèÿ (34) îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå ðóêàâîâ èçëó÷åíèÿ ðåçîíàòîðà â ïðîñòðàí-
ñòâå ïðè ðàçëè÷íûõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ {kx; ky; kz; k0}.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ëàçåðà ñ óñêîðåííûì ïðÿìîóãîëüíûì ðåçî-
íàòîðîì óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ ëèíèé (31) îïðåäåëÿþò âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ
ôàçà Θ ðàâíà íóëþ. Â íèõ ïðåêðàùàåòñÿ èçëó÷åíèå ïðè óñêîðåíèè ðåçîíàòîðà ïðè ðàç-
ëè÷íûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè íàêà÷êè èëè ïðè ðàçëè÷íûõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ{kx; ky; kz; k0}.

Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ (34) îïðåäåëÿþò ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê
ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì Θ èçëó÷åíèÿ âîêðóã ðåçîíàòîðà.
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Ðèñ. 1:Ôàçîâûé ñêåëåò èçëó÷åíèÿ â óñêîðåííîì ïðÿìîóãîëüíîì ðåçîíàòîðå ïðèk0 = 0.

Ïðîñòðàíñòâåííûé âåêòð âåêòîðà èçëó÷åíèÿ çàäà¼ò âîçìîæíûå äëÿ äàííîãî èñòî÷-
íèêà íàïðàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïðè äàííîì äâèæåíèè ïîäîáíî òîìó, êàê ñîáñòâåííûé
èìïóëüñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çàäà¼ò íàïðàâëåíèå å¼ äâèæåíèÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà òî÷åê â ñèñòåìå ïðÿìîóãîëüíîãî ðå-
çîíàòîðà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (31) è (34). Ïðåäñòàâëåíà ñîáñòâåííàÿ ñèñòåìà
îòñ÷¼òà ðåçîíàòîðà ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò �0� â öåíòðå ðåçîíàòîðà; îñü Y íàïðàâëåíà
âäîëü îñè ñèììåòðèè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, à ÷åòûðå áîêîâûå ïëîñêîñòè ðåçîíàòîðà,
ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñÿì X è Z, � ýòî ïëîñêîñòè ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ.

Èçîáðàæåíû ëèíèè íóëÿ ôàçû Θ(t; r) ïðè ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè öåëîãî ÷èñëà k0;
îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, âäîëü äèàãîíàëåé ðåçîíàòîðà (÷¼ðíûå ïóíêòèðû).

Íà ðèñ. 1 ëèíèè èç ñåðûõ òî÷åê è ñïëîøíûå ñòðåëêè ñíàðóæè ðåçîíàòîðà ñîñòàâ-
ëÿþò ëîìàíûå ëèíèè ìàêñèìóìîâ Θ(t; r) ïðè ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ öåëîãî ÷èñëà
k0. Îíè ïðîõîäÿò â 2-õ äèàãîíàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ ðåçîíàòîðà ïî ñòîðîíàì äâóõ ðîìáîâ
âíóòðè ðåçîíàòîðà (è íèêîãäà � ïî îáùåé äèàãîíàëè ðîìáîâ), âåðøèíû êîòîðûõ ëåæàò
íà ñåðåäèíàõ áîêîâûõ ð¼áåð ðåçîíàòîðà è â öåíòðàëüíûõ òî÷êàõ âûõîäíûõ çåðêàë. Ñíà-
ðóæè ëèíèè ýéêîíàëà (ïðè k0 = 0) ôîðìèðóþò âîñåìü ðóêàâîâ èçëó÷åíèÿ, âûõîäÿùèõ
ïî ÷åòûðå èç öåíòðà êàæäîãî âûõîäíîãî çåðêàëà.

17



Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ ïî ôèçèêå ÔÈÀÍ íîìåð 2, 2014 ã.

×òîáû íå óñëîæíÿòü ðèñóíîê, èçîáðàæ¼í ñëó÷àé, êîãäà îïòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ïðå-
ëîìëåíèÿ ñðåäû âíóòðè è ñíàðóæè ðåçîíàòîðà ðàâíû äðóã äðóãó.

Â óñêîðåííîì ïðÿìîóãîëüíîì ðåçîíàòîðå ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ëàçåðà íåò èçëó÷åíèÿ
âäîëü îñè Y, òî÷êè êîòîðîé íå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (34). Îñè êîîðäèíàò XYZ íà
ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ëèíèÿìè èç òåìíûõ òî÷åê.

Â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ëàçåðàõ: íà ïîðîãå ãåíåðàöèè â öåíòðå âûõîäíîãî çåðêàëà
âñåãäà âîçíèêàåò, ïðåæäå âñåãî, êîñîé âûõîäíîé ëó÷ â äèàãîíàëüíîé ïëîñêîñòè, êîòî-
ðûé çàíèìàåò îäíî èç ïîëîæåíèé, îáîçíà÷åííûõ íà ðèñ. 1 ñïëîøíûìè ñòðåëêàìè. Ýòî
íàáëþäàåòñÿ, íî íå îáúÿñíÿåòñÿ.

Ïðè äàëüíåéøåì ïîâûøåíèè òîêà ãåíåðàöèè âîçíèêàþò âñå ÷åòûðå ðóêàâà ðåçî-
íàòîðà íà êàæäîì âûõîäíîì çåðêàëå. Îíè âûõîäÿò èç öåíòðàëüíûõ òî÷åê çåðêàë, íå
çàíèìàþò êðà¼â è íå èìåþò îòíîøåíèÿ ê äèôðàêöèè íà ìàëîé àïåðòóðå.

Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå òîêà ïðèâîäèò ê âûõîäó èçëó÷åíèÿ ñ ïî÷òè âñåé ïëîùàäè
çåðêàëà, íî ïî îñè Y ãåíåðàöèè íåò íèêîãäà, ÷òî ïðèâîäèò ê íåàäåêâàòíîé èíòåðïðåòà-
öèè ÿâëåíèé â ïîëóïðîâîäíèêîâîì ëàçåðå.

Ïîëó÷èâ ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð âåêòîðà èçëó÷åíèÿ, íåîáõîäèìî âñïîìíèòü, ÷òî
ýòîò âåêòîð îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íå òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííîé, íî âðåìåí-
íîé ÷àñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11), ñîãëàñíî (13.1) è (13.2). Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ çàâè-
ñèìîñòü ìåæäó èçâåñòíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè âåêòîðà èçëó÷åíèÿ è âåêòîðîì
óñêîðåíèÿ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîìó çíà÷åíèþ óñêîðåíèÿ íåðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ðåçî-
íàòîðà ñîîòâåòñòâóþò ñâîè õàðàêòåðíûå ÷àñòîòû è ñâî¼ íàïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ, è ïðè
ìàëîì äâèæåíèè ðåçîíàòîðà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè èçìåíÿþòñÿ åãî ïîïåðå÷íûå ìîäû.

Çàêëþ÷åíèå. Äàíà òåîðèÿ íîâîãî ÿâëåíèÿ èçìåíåíèÿ ìîäû èçëó÷åíèÿ â ðåçîíàòîðå
ïðè åãî óñêîðåííîì äâèæåíèè â ïðåäïîëîæåíèè íåèçìåííîé ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ èçìåíåíèÿ ôàçû. Îáñóæäàþòñÿ ðàçðåø¼ííûå íàïðàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ â íåðàâíî-
ìåðíî äâèæóùåìñÿ ðåçîíàòîðå.

Èäåíòèôèêàöèÿ âèäà âûõîäíûõ ñèãíàëîâ è ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ óñêîðåííûõ ðåçî-
íàòîðîâ ëàçåðîâ ïîçâîëèò ñîçäàâàòü ëàçåðíûå àêñåëåðîìåòðû íîâîãî òèïàè ñèñòåìû íà
èõ îñíîâå äëÿ èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ â øèðîêèõ äèàïàçîíàõ.
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