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Ð.Ô. Ïîëèùóê

Ââåäåíà ðèìàí-êàíîíè÷åñêàÿ òåòðàäà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿ-
åò â îáùåì ñëó÷àå øåñòü 2-íàïðàâëåíèé ýêñòðåìàëüíûõ
çíà÷åíèé ñåêöèîííîé ðèìàíîâîé êðèâèçíû. Îíà ëîêàëèçó-
åò ãðàâèòàöèîííóþ ýíåðãèþ, îïðåäåëÿåò êàíîíè÷åñêóþ
1-ôîðìó ñâÿçíîñòè è ââåä¼ííûå àâòîðîì êàíîíè÷åñêèå
òåòðàäíûå òîêè, äàþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â òåîðèè
Ýéíøòåéíà�Êàðòàíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåòðàäíîå ïîëå, ãðàâèòàöèîííàÿ ýíåðãèÿ, ëîêàëüíûå è íåëîêàëü-
íûå èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, òåòðàäíûå òîêè, òîæäåñòâà Áüÿíêè, êðó÷åíèå
Êàðòàíà.

�Ïîíÿòèå ýíåðãèè èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå�,
� òàêèìè ñëîâàìè íà÷èíàåò ñâîé èçâåñòíûé êëàññè÷åñêèé îáçîð �Ïðîáëåìà ýíåðãèè â
òåîðèè òÿãîòåíèÿ Ýéíøòåéíà� Ë. Ä. Ôàääååâ [1] è äà¼ò å¼ ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ îñò-
ðîâíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû. Íàøà öåëü � íàéòè ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû äëÿ îáùåãî
ñëó÷àÿ. Ìû ïîïûòàåìñÿ ýòî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ îòîæäåñòâëåíèÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà ïîòåí-
öèàëîâ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ íå ñ ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (4×4 ñèììåòðè÷íàÿ
ìàòðèöà, 10 ôóíêöèé), à ñ òåòðàäîé (16 ôóíêöèé), çàäàþùåé êàê ìåòðèêó, òàê è, â ÷àñò-
íîñòè, ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ (îíî âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ èì ìàññ
÷àñòèö è òåë êàê èõ ãðàâèòàöèîííûõ çàðÿäîâ â åãî ñèñòåìå îòñ÷¼òà), è, ãëàâíîå, ñ ïî-
ìîùüþ ïðèäàíèÿ óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà âèäà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà: îíè ñðàçó äàþò
äëÿ ïðîèçâîëüíîé òåòðàäû òåòðàäíûå òîêè, ñîõðàíÿþùèåñÿ â òîì æå ñìûñëå, â êàêîì
ñîõðàíÿþòñÿ ýëåêòðè÷åñêèå òîêè Ìàêñâåëëà â èñêðèâë¼ííîì ìèðå [2, 3] (çäåñü � óæå â
ìèðå Ðèìàíà�Êàðòàíà). Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ âîçìîæíîñòü îãðàíè÷èòü âûáîð òåòðàäíîãî
ïîëÿ òðåáîâàíèåì ïîëó÷åíèÿ îáû÷íûõ èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ òîæäåñòâ
Áüÿíêè (äëÿ òåíçîðà Ðèìàíà ñ äâóìÿ êîîðäèíàòíûìè è äâóìÿ ëîðåíöåâûìè èíäåêñà-
ìè). Êñòàòè, Ë. Ä. Ôàääååâ òîæå îãðàíè÷èâàåò âûáîð, íî íå òåòðàäû, à êîîðäèíàò �
äëÿ óäàë¼ííîãî íàáëþäàòåëÿ îí ââîäèò â îêðåñòíîñòè ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè
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àñèìïòîòè÷åñêè èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêè äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàò, ñ÷èòàÿ, ÷òî èíà÷å íåâîçìîæíî ðåøèòü ïðîáëåìó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ:
÷òîáû îïðåäåëèòü ïîëíóþ ãðàâèòàöèîííóþ ýíåðãèþ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðèõîäèòñÿ
óõîäèòü òóäà, ãäå ãðàâèòàöèè íåò, è, ïî ñóòè, ðàññìàòðèâàòü å¼ êàê âíåøíåå ïîëå òàì,
ãäå îíà åñòü. Íî ýâîëþöèÿ íàøåé Ìåòàãàëàêòèêè èìååò àñèìïòîòèêó êîìïëåêñíîé 4-
ñôåðû ìèðà äå Ñèòòåðà, ãäå ñîõðàíÿþòñÿ è èñòî÷íèêè êðèâèçíû (áåç íèõ ìû èìåëè áû
ìèð Ìèíêîâñêîãî), è ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóþùàÿ èõ 4-ãåîìåòðèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû
(ãðàâèòàöèÿ). Äëÿ îñòðîâíîé ñèñòåìû óêàçàííàÿ êîìïåíñàöèÿ ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíî-
ñòè ìàòåðèè îòðèöàòåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèåé ÷àñòè÷íà. Êñòàòè,
çàìåòèì, ÷òî ÷¼òíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ äå Ñèòòåðà íå ïàðàëëåëèçóåìî (õàðàê-
òåðèñòèêà Ýéëåðà ÷¼òíîìåðíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñôåðû ðàâíà äâóì, òàê ÷òî òåòðàäíîå
ïîëå èìååò äâå îñîáåííîñòè, è Áîëüøîé Âçðûâ, âîçìîæíî, èìååò ê ýòîìó îòíîøåíèå).
Íî â îáîáùàþùåé òåîðèþ Ýéíøòåéíà M-òåîðèè ñ íå÷¼òíîé ðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîáðà-
çèÿ ñîáûòèé 11 îíî ïàðàëëåëèçóåìî (âî âñÿêîì ñëó÷àå, åñëè îíî äîïóñêàåò ñïèíîðíóþ
ñòðóêòóðó [4]).

Íàïîìíèì, ÷òî â óïîìÿíóòîì îáçîðå ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (äëÿ ëàãðàíæè-
àíà áåç âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà) íà àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå è
ñòðîèòñÿ îáîáù¼ííàÿ ãàìèëüòîíîâà ôîðìóëèðîâêà òåîðèè òÿãîòåíèÿ ïî Äèðàêó. Ýíåð-
ãèÿ îñòðîâíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãåíåðàòîð ñäâèãà ïî àñèìïòî-
òè÷åñêîìó âðåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ òÿãîòåíèÿ è ïîëåé ìàòåðèè
ñ íîðìàëüíûì (ïîä÷èíÿþùèìñÿ óñëîâèÿì ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè) òåíçîðîì ýíåðãèè-
èìïóëüñà (ÒÝÈ) ïîëîæèòåëüíà è èñ÷åçàåò òîëüêî ïðè îòñóòñòâèè ìàòåðèè è ãðàâè-
òàöèîííûõ âîëí. Ïîëîæèòåëüíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè âñëåä çà Âèòòåíîì [5] äîêàçûâàåòñÿ
ïðèâåäåíèåì å¼ ê êâàäðàòè÷íîé ïîëîæèòåëüíîé ôîðìå îò ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî
ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, â êîòîðîå ïîëå òÿãîòåíèÿ âõîäèò êàê âíåøíåå. Ïðè ýòîì ëèíåé-
íîå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå Äèðàêà, ðàññìàòðèâàåìîå íà íà÷àëüíîé ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè óðîâíÿ êîîðäèíàòû âðåìåíè. Óðàâíåíèå Äèðàêà, êàê èçâåñòíî, òðåáóåò ïåðåõîäà
îò ìåòðèêè ê òåòðàäå ñ ââåäåíèåì ãàììà-ìàòðèö è ñïèíîâîé ñâÿçíîñòè. Óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî ýíåðãèþ (à òàêæå äðóãèå îñíîâíûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ) ìîæíî ââåñòè â ñëó÷àå,
åñëè ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîå, òî åñòü ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì
Ìèíêîâñêîãî àñèìïòîòè÷åñêè íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè. Óòâåðæäàåòñÿ òàê-
æå, ÷òî ýíåðãèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ íå ëîêàëèçóåìà, òî åñòü íå ñóùåñòâóåò îäíî-
çíà÷íî îïðåäåë¼ííîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè. Ïðè ýòîì èìåííî àñèìïòîòè÷åñêîå óñëîâèå
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äèíàìèêó ñäâèãà ïî âðåìåíè êàê ñäâèãà îòíîñèòåëüíî íàáëþ-
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äàòåëÿ, ðàñïîëîæåííîãî äàëåêî îò òÿãîòåþùåé ìàòåðèè, è ñâÿçàòü ñ íèì ýíåðãèþ. À
ïîñêîëüêó â êîñìîëîãèè íåò åñòåñòâåííîãî ñäâèãà ïî âðåìåíè, òî ñîîòâåòñòâåííî íåò
è ïîíÿòèÿ ýíåðãèè [1]. Çäåñü äåëî â ñïåöèôèêå ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè â òåîðèè
òÿãîòåíèÿ: âåäü ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ íå ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, à
êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ìåòðèê, îòëè÷àþùèõñÿ ïðîèçâîëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäè-
íàò, ñîãëàñîâàííûõ ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè óñëîâèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ìåòðèêè
â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íå èìååò àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ, à ñàìà òåîðèÿ
òÿãîòåíèÿ â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íåëîêàëüíîé.

Òðóäíî ïåðåîöåíèòü ýòî ÷¼òêîå ôîðìóëèðîâàíèå Ë. Ä. Ôàääååâûì ïðîáëåìû ýíåð-
ãèè â ãðàâèòàöèè è å¼ ðåøåíèå äëÿ îñòðîâíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ îáîáù¼í-
íîãî ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà ïî Äèðàêó äëÿ ñèñòåìû äåñÿòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà
êàê ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè: ïåðåõîä îò êîìïàêòíîãî îïèñàíèÿ ãðàâèòàöèè íà ÿçûêå ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â ðàìêàõ ÷åòûð¼õìåðíîé ãåîìåòðèè ê èõ 1+3 ðàñùåïëåíèþ, êàê òîãî
òðåáóåò ôîðìàëèçì Äèðàêà (âåäü îïðåäåëåíèå ãàìèëüòîíèàíà êàê îïåðàòîðà ñäâèãà ñè-
ñòåìû ïî âðåìåíè òðåáóåò âûäåëåíèÿ îäíîìåðíîãî âðåìåííîãî íàïðàâëåíèÿ ýâîëþöèè â
÷åòûð¼õìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ìèðîâûõ òî÷åê-ñîáûòèé), ñîïðîâîæäàåòñÿ çíà÷èòåëüíûì
òåõíè÷åñêèì óñëîæíåíèåì (çàìåòèì: ýòîãî óñëîæíåíèÿ íåò â êîíöåïöèè òåòðàäíûõ òî-
êîâ, âîññòàíàâëèâàþùåé òàêæå 4-ñèììåòðèþ îïèñàíèÿ, î ïîòåðå êîòîðîé Äèðàê ñ åãî
1+3 ðàñùåïëåíèåì ìèðà ñîæàëåë). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàáîòû óêàçàííîãî ôîðìàëèç-
ìà ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà: ýëåêòðî-
äèíàìèêà èìååò äåëî ñ îäíèì âåêòîð-ïîòåíöèàëîì, à íå ñ ÷åòûðüìÿ (íå ñ òåòðàäîé),
êàê ãðàâèòàöèÿ, � âåäü ôîòîí èìååò ñïèí 1, à íå 2, êàê ãðàâèòîí, è èñòî÷íèê çäåñü
� âåêòîð òîêà, à íå òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñ åãî ïëîòíîñòüþ ìàòåðèè è òðåìÿ äàâ-
ëåíèÿìè (çàìåòèì: ñâ¼ðòêîé ïî îäíîìó èíäåêñó ñ òåòðàäîé ÒÝÈ ìîæíî ïðåâðàòèòü
â ÷åòâ¼ðêó âåêòîðíûõ ïîëåé, à ñâ¼ðòêîé ïî îáîèì èíäåêñàì � â äåñÿòêó ñêàëÿðíûõ
ïîëåé, èçìåíÿåìûõ ëîðåíöåâûìè âðàùåíèÿìè òåòðàäû, íî íå çàâèñÿùèõ îò èçìåíå-
íèÿ íóìåðàöèè èíâàðèàíòíûõ ìèðîâûõ òî÷åê êîîðäèíàòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè). Íî
êàæäîå òåòðàäíîå ïîëå ëîêàëèçóåò ãðàâèòàöèîííóþ ýíåðãèþ, è ïðîáëåìà å¼ íåëîêàëè-
çóåìîñòè íà ÿçûêå ìåòðèêè ïåðåõîäèò â ïðîáëåìó íåîäíîçíà÷íîñòè âûáîðà òåòðàäíîãî
ïîëÿ äëÿ îäíîãî è òîãî æå ïîëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà: 6 ïàðàìåòðîâ ëîðåíöåâûõ âðà-
ùåíèé (èõ çàäà¼ò àíòèñèììåòðè÷íàÿ 4 × 4 ìàòðèöà) ìåòðèêó íå ìåíÿåò. ×òî êàñàåòñÿ
ìåòðèêè êàê ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè, òî ïðèäàíèå çíà÷åíèÿ å¼ ðàçëè÷íîìó âèäó â ðàçíûõ êîîðäèíàòàõ ñâÿçàíî ïðî-
ñòî ñ ðàçëè÷íûì ñïîñîáîì íóìåðàöèè îäíèõ è òåõ æå ìèðîâûõ òî÷åê îäíîãî è òîãî
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æå èñêðèâë¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ñ ïðèäàíèåì, ïî ñóòè, ôèçè÷åñêîãî ñìûñ-
ëà êîîðäèíàòíûì ðåïåðàì. Íàïðèìåð, ïîñòîÿííàÿ ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî îòëè÷àåòñÿ
îò íåïîñòîÿííîé ïëîñêîé ìåòðèêè Ðèíäëåðà (äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà) òåòðàäîé, îòâå-
÷àþùåé äèôôåðåíöèàëàì óæå íå äåêàðòîâûõ, à ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò â êîîðäèíàòíîé
ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Â ìèðå èñêðèâë¼ííîì ïðîèçâîëüíîå åäèíè÷íîå ñìåùåíèå
ìíîãîîáðàçèÿ ñîáûòèé (ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Äàðáó) ìîæåò áûòü çàïèñàíî íå ÷åðåç
îäíó ôóíêöèþ (÷åðåç å¼ äèôôåðåíöèàë), íî ÷åðåç ÷åòûðå ôóíêöèè (äâà äèôôåðåíöè-
àëà ñ ôóíêöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè), à äèôôåðåíöèàëû ÷åòûð¼õ êîîðäèíàòíûõ
ôóíêöèé â ðàçëîæåíèè âåêòîðîâ òåòðàäû â êîîðäèíàòíîì áàçèñå � ýòî åäèíè÷íûå ñìå-
ùåíèÿ òîëüêî â ÷èñëîâîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Íåîðòîíîðìèðîâàííîé ÷åòâ¼ðêå
êîîðäèíàòíûõ âåêòîðîâ èëè êîâåêòîðîâ (äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò) íå ñëåäóåò ïðèäà-
âàòü ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, ïîñêîëüêó êàæäàÿ òåîðèÿ èìååò äåëî òîëüêî ñ èíâàðèàíòàìè
ýòîé òåîðèè, à îíè â òåîðèè òÿãîòåíèÿ Ýéíøòåéíà îïðåäåëÿþòñÿ èìåííî íåçàâèñèìî-
ñòüþ îò ñïîñîáà íóìåðàöèè ìèðîâûõ òî÷åê è ïðèðàùåíèé ýòèõ íîìåðîâ ïðè ïåðåõîäå îò
îäíîé èíâàðèàíòíîé òî÷êè ê äðóãîé. Èíà÷å ãîâîðÿ, íóæíû ôèçè÷åñêè çíà÷èìûå âåëè-
÷èíû ñìåùåíèé, è òåòðàäà èõ è äà¼ò â ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîãî íàáëþäàòåëÿ � êàê
âäîëü åãî ïðîñòðàíñòâà, òàê è âäîëü åãî ìèðîâîé ëèíèè âðåìåíè, äëèíà äóãè êîòîðîé
(âòîðè÷íàÿ ñóùíîñòü) ïî îïðåäåëåíèþ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîêàçàíèÿìè åãî ñòàíäàðò-
íûõ ÷àñîâ (ïåðâè÷íàÿ ñóùíîñòü), îòìåðÿþùèõ ñîáñòâåííîå âðåìÿ ýòîãî íàáëþäàòåëÿ.
Òåòðàäíîå ïîëå ea

µ(x) îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè åñòü ëîêàëèçàöèÿ ïîñòîÿííîé
äåêàðòîâîé òåòðàäû ea

µ(x) = δa
µ (îáðàçóþùåé åäèíè÷íóþ ìàòðèöó) ìèðà Ìèíêîâñêîãî

ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñ òåòðàäîé èç äèèôåðåíöèàëîâ dxµ äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàò xµ. Ñîîòâåòñòâåííî, ñêàæåì, ãàìèëüòîíèàí ñëåäóåò ñ÷èòàòü îïåðàòîðîì
ñìåùåíèÿ âäîëü âðåìåííîé ìîíàäû. Òîãäà êàëèáðîâî÷íîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå åñòü èç-
âåñòíàÿ 1-ôîðìà ñïèíîðíîé ñâÿçíîñòè ωµab [1] (âàðèàöèÿ òåíçîðà ìàòåðèè ïî íåé äà¼ò â
òåîðèè Ýéíøòåéíà�Êàðòàíà òåíçîð ñïèíà ìàòåðèè), çàäàþùàÿ òåíçîð êðèâèçíû Rµνab.

Ìåòðèêà â îòäåëüíîé òî÷êå íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, íî åãî èìååò ðèìàíîâà
êðèâèçíà â ýòîé òî÷êå, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî èçìåðåíèÿìè ñåêöèîííîé ðèìà-
íîâîé êðèâèçíû âäîëü ðàçëè÷íûõ äâóõìåðíûõ íàïðàâëåíèé â ðåçóëüòàòå, ñêàæåì, èçìå-
ðåíèÿ ñóììû óãëîâ ðàçëè÷íûõ òðåóãîëüíèêîâ (âûïîëíåííûõ, ñêàæåì, ñ èñïîëüçîâàíèåì
÷àñîâ è ëèíååê èëè ëó÷åé ëàçåðîâ), ÷òî òðåáóåò ïåðåõîäà îò îäíîé ìèðîâîé òî÷êè ê å¼
äèôôåðåíöèàëüíîé îêðåñòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ïëîñêîì ìèðå âñå 2-íàïðàâëåíèÿ
ðàâíîïðàâíû, à â íåîäíîðîäíî èñêðèâë¼ííîì ìèðå èìååì 2-íàïðàâëåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé
ñåêöèîííîé ðèìàíîâîé êðèâèçíû, è ýòî ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ñ íèìè åäèíñòâåííóþ ïðåèìó-
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ùåñòâåííóþ òåòðàäó, îïðåäåëÿþùóþ è äèôôåðåíöèàëüíóþ îêðåñòíîñòü ïåðâîãî ïîðÿä-
êà íàáëþäàòåëÿ, òî åñòü è ñîñòîÿíèå åãî äâèæåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèäàòü ôèçè÷åñêèé
ñìûñë ïëîòíîñòè ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè, ñâÿçàííîé íå ñ îòíîñèòåëüíûìè óñêîðåíèÿ-
ìè ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáëþäàòåëåé, íî ñ êðèâèçíîé ìèðîâûõ ëèíèé
îòäåëüíûõ íàáëþäàòåëåé. Äëÿ îñòðîâíîé ñèñòåìû ôèçè÷åñêèé ñìûñë ãðàâèòàöèîííîé
ýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ, ïîâòîðÿåì, òîëüêî ïðè ñâîåãî ðîäà âîçâðàòå â îêðåñòíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè îò îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ê ñïåöèàëüíîé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè ñ å¼ ôèçè÷åñêè çíà÷èìûìè êîîðäèíàòàìè, íå òðåáóþùèìè ðàçëè÷å-
íèÿ ïîíÿòèé ñèñòåìû êîîðäèíàò è ñèñòåìû îòñ÷¼òà êàê èíâàðèàíòíîé, íå çàâèñÿùåé îò
âûáîðà êîîðäèíàò, äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû. Èíà÷å ãîâîðÿ, áåç äîïîëíåíèÿ ïîòåðÿâ-
øèõ èíâàðèàíòíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîîðäèíàòíûõ èíäåêñîâ èíäåêñàìè ëîðåíöåâûìè
åñòåñòâåííî ðåøèòü ïðîáëåìó ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ (âñïîì-
íèì, ÷òî ó ïñåâäîòåíçîðîâ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Ýéíøòåéíà [6] è Ëàíäàó è Ëèôøèöà
[7] îáà èíäåêñà � êîîðäèíàòíûå). Âåäü â îáùåì ñëó÷àå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî � ýòî
ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðóêòóðîé, íå èìåþùåå èçîìåòðèé (ñîõðàíÿþùèõ ìåòðèêó äâèæåíèé,
àâòîìîðôèçìîâ), òî åñòü íå èìåþùåå âåêòîðîâ Êèëëèíãà è â ýòîì ñìûñëå íå âïèñûâà-
þùååñÿ â èäåîëîãèþ çíàìåíèòîé Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììû Êëåéíà ñ å¼ èíâàðèàíòàìè
àâòîìîðôèçìîâ. Åñëè æå ìû õîòèì íàéòè èíòåãðàëüíûé ýêâèâàëåíò ðàâíîé íóëþ êîâà-
ðèàíòíîé äèâåðãåíöèè òåíçîðà Ýéíøòåéíà (ñâ¼ðíóòûå òîæäåñòâà Áüÿíêè) èëè Âåéëÿ
(íåñâ¼ðíóòûå òîæäåñòâà â ñëó÷àå ðè÷÷è-ïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâ), òî ïðèä¼òñÿ â òåîðèè
Ýéíøòåéíà ïåðåõîäèòü ê îáîáùåíèþ ôîðìóëèðîâêè ñàìèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ââî-
äèòü íåëîêàëüíûå èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ñ èõ èíòåãðàëàìè ïîä çíàêîì èí-
òåãðàëà [8]. Íèæå ìû âïåðâûå ïðèâåä¼ì ïðèìåð òàêîãî îáîáùåíèÿ äëÿ òåíçîðà ìàòåðèè
îáùåãî ïîëîæåíèÿ â òåîðèè Ýéíøòåéíà�Êàðòàíà.

È ýëåêòðîäèíàìèêà, è ãðàâèòàöèÿ èìåþò äåëî ñ óäëèíåíèåì ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé äî
ïðîèçâîäíîé êîâàðèàíòíîé (îíà ïåðåâîäèò ñïèíîð â óðàâíåíèè Äèðàêà äëÿ ýëåêòðîíà â
ñïèíîð, à òåíçîð êàê îäíîðîäíî ïðåîáðàçóþùèéñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò â ðèìàíîâîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñíîâà â òåíçîð). Ïåðåõîä îò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ê êîâàðèàíò-
íîé âîçíèêàåò èç-çà ëîêàëèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ãðóïï ñèììåòðèè è ââîäèò êîìïåíñè-
ðóþùèå êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ, îáúÿñíÿþùèå ôèçè÷åñêèå âçàèìîäåéñòâèÿ [9]. Íî åñëè â
ýëåêòðîäèíàìèêå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ óäëèíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîðîäíî ïðåîáðàçóþ-
ùåãîñÿ è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîãî (ñ òî÷íîñòüþ äî èçâåñòíîãî îäíîìåðíîãî ãðàäèåíò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå èçìåíÿþùåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî òåíçîðà) âåêòîð-ïîòåíöèàëà,
òî â ãðàâèòàöèè � ñ ïîìîùüþ ñîðîêà ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ è äâàäöàòè ÷åòûð¼õ êîì-
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ïîíåíò ñïèíîâîé ñâÿçíîñòè [1] (ýêâèâàëåíòíûõ äâåíàäöàòè êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåí-
òàì ñïèíîâîé ñâÿçíîñòè Ïåíðîóçà â ðàìêàõ åãî ñïèíîðíîãî ïîäõîäà ê ãðàâèòàöèè [4]).
Ïðè ýòîì ñâÿçíîñòü â òåîðèè Ýéíøòåéíà ïðåîáðàçóåòñÿ íåîäíîðîäíî ïðè ïðåîáðàçîâà-
íèè êîîðäèíàò (â âèäå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ) è ïðè ñîõðàíÿþùèõ ìåòðèêó ëîðåí-
öåâûõ âðàùåíèÿõ òåòðàäû (ýòè íåîäíîðîäíîñòè âçàèìîñâÿçàíû óñëîâèåì àáñîëþòíîãî
ïî îïðåäåëåíèþ ïàðàëëåëèçìà òåòðàäíîãî ïîëÿ). Âîò ýòà íåîäíîðîäíîñòü ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ãðàâèòàöèîííîé ñâÿçíîñòè, îïðåäåëÿþùåé ñ ïîìîùüþ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðîâ è òåíçîðîâ â èñêðèâë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, è
âûñòóïàåò êàê ïðîáëåìà íåëîêàëèçóåìîñòè ýíåðãèè â òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà.
Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíîñòè Ýéíøòåéíà (ãðàâèòàöèÿ è èíåðöèÿ
ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíû) â ñâîáîäíî ïàäàþùåì ëèôòå Ýéíøòåéíà íà Çåìëå ïëîòíîñòü
ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè â ñèñòåìå ëèôòà îáðàùàåòñÿ â íóëü, à â óñêîðåííî ïîäíèìàå-
ìîì ëèôòå â ìèðå Ìèíêîâñêîãî îíà â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ëèôòà îòëè÷íà îò íóëÿ è ðàâíà ñ
ìèíóñîì êâàäðàòó óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðîáíîé ÷àñòèöû (äåë¼ííîìó íà 8πG,
ãäå G � ïîñòîÿííàÿ òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà), êàê òîãî òðåáóåò â ñèñòåìå Çåìëè êâàçèíüþòî-
íîâî ïðèáëèæåíèå òåîðèè òÿãîòåíèÿ Ýéíøòåéíà. Ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè Ýéíøòåéíà
ïîçâîëÿåò äëÿ îäèíî÷íîãî íàáëþäàòåëÿ óíè÷òîæèòü ïëîòíîñòü ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè
â èñêðèâë¼ííîì ìèðå è ñîçäàòü å¼ â ìèðå ïëîñêîì. Íàïðèìåð, äëÿ ñâîáîäíî ïàäàþùèõ
íàáëþäàòåëåé ê åäèíîìó äëÿ íèõ öåíòðó Çåìëè ãðàâèòàöèÿ áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ òîëüêî
â òîì, ÷òî ìèðîâûå ëèíèè (ñ íóëåâîé êðèâèçíîé, ãåîäåçè÷åñêèå) ýòèõ íàáëþäàòåëåé (äî
óäàðà î ïîâåðõíîñòü Çåìëè) áóäóò ñáëèæàòüñÿ (â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè óðàâ-
íåíèå äåâèàöèè ãåîäåçè÷åñêèõ ßêîáè â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå èçâåñòíî åù¼ ñ 19-ãî
âåêà).

Íåîáõîäèìîñòü ââåñòè óêîðî÷åííûé ãðàâèòàöèîííûé ëàãðàíæèàí áûëà îáîñíîâàíà
Õîêèíãîì [10] (ñì. òàêæå [11]). Ë. Ä. Ôàääååâ áûë òàêæå âûíóæäåí âûáðàòü óêîðî-
÷åííûé (íà äèâåðãåíöèþ) ãðàâèòàöèîííûé ëàãðàíæèàí â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ëàãðàíæè-
àí Ãèëüáåðòà�Ýéíøòåéíà (

√−gR, ñêàëÿð êðèâèçíû Ðè÷÷è, óìíîæåííûé íà êîðåíü èç
îïðåäåëèòåëÿ 4-ìåòðèêè) â îêðåñòíîñòè ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè èìååò àñèìï-
òîòèêó O(1/r3) äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ r äî êîìïàêòíîé ñèñòåìû
ìàòåðèàëüíûõ èñòî÷íèêîâ (êîòîðóþ ñ òî÷êè çðåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî âîîáùå ñ÷è-
òàòü áåñêîíå÷íî ìàëûì ôèçè÷åñêèì 3-îáú¼ìîì) è ïðè èíòåãðèðîâàíèè ìîæåò äàòü ðàñ-
õîäÿùóþñÿ âåëè÷èíó, òîãäà êàê óêîðî÷åííûé ëàãðàíæèàí èìååò íóæíóþ àñèìïòîòèêó
O(1/r4), îòâå÷àþùóþ íüþòîíîâó õâîñòó ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è äàþùóþ ïîëîæèòåëü-
íóþ êîíå÷íóþ âåëè÷èíó ïîëíîé ýíåðãèè ãðàâèòèðóþùåé îñòðîâíîé ñèñòåìû (óäèâè-
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òåëüíî, ÷òî ïðè ýòîì áîëåå áûñòðî óáûâàþùåå â ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëåíèÿõ ãðà-
âèòàöèîííîå ïîëå òðèâèàëüíî, ìèð � ïëîñêèé). Óêàçàííàÿ àñèìïòîòèêà ñîõðàíÿåòñÿ
ïðè äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò, ïåðåâîäÿùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ãðóïïû
Ïóàíêàðå àñèìïòîòè÷åñêè èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà â àñèìïòîòè÷åñêè èíåðöèàëü-
íóþ. Ïðè ýòîì äèíàìè÷åñêàÿ ãðóïïà òåîðèè òÿãîòåíèÿ íå îòëè÷àåòñÿ îò äèíàìè÷åñêîé
ãðóïïû ëþáîé äðóãîé ðåëÿòèâèñòñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, è ñóùåñòâóþò âñå èíòå-
ãðàëû äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ñèñòåìû, âêëþ÷àÿ ýíåðãèþ è èìïóëüñ. Îïðåäåëåíèå
ïîëíîé ýíåðãèè ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ïñåâäîòåíçîðîâ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Ýéíøòåé-
íà è Ëàíäàó�Ëèôøèöà â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì. Òàêîâ âàæíûé èòîã
ðàññìîòðåíèÿ ïðîáëåìû ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè â òåîðèè òÿãîòåíèÿ Ýéíøòåéíà â ðà-
áîòå [1].

Â íàñòîéùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ,
êàê óæå áûëî ñêàçàíî, â îáîáùåíèè ïîäõîäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåòðàäíîãî ïîëÿ, çàäàþ-
ùåãî ìåòðèêó è ýâîëþöèþ ðàçëè÷íûõ 3-îáú¼ìîâ â òðàíñâåðñàëüíûõ èì 1-íàïðàâëåíèÿõ
÷èñëîì ÷åòûðå (íàïðèìåð, äëÿ ýâîëþöèè 3-îáú¼ìà ïðîñòðàíñòâà âäîëü âðåìåííîé ìî-
íàäû). Óêàçàííûé 3-îáú¼ì ïðè ýòîì çàìåòàåò ìèðîâóþ òðóáêó, è äëÿ å¼ ñå÷åíèé ñîõðà-
íÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû (äëÿ îñòðîâíîé ñèñòåìû ýòà òðóáêà
ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íûé 3-îáú¼ì ïðîñòðàíñòâåííîãî ñå÷åíèÿ). Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðåä-
ëîæåííîé íàìè ðàíåå êîíöåïöèåé ñîõðàíÿþùèõñÿ ïðîèçâîëüíûõ òåòðàäíûõ òîêîâ äëÿ
òåîðèè òÿãîòåíèÿ Ýéíøòåéíà â òåòðàäíîé ôîðìå (îäèí èíäåêñ òåíçîðà ìàòåðèè ëî-
ðåíöåâ è îäèí � êîîðäèíàòíûé) [2, 3]. Îñâîáîæäåíèå îäíîãî èíäåêñà îò çàâèñèìîñòè
îò êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðåâðàùàåò êîâàðèàíòíûå äèâåðãåíöèè, ïî ñóòè, â
äèâåðãåíöèè ÷àñòíûå, äîïóñêàþùèå ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ñòîêñà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîõðà-
íÿþùèõñÿ èíòåãðàëüíûõ âåëè÷èí. Çäåñü ýòîò ïîäõîä îáîáù¼í äëÿ òåîðèè Ýéíøòåéíà�
Êàðòàíà, èçëîæåííîé ðàíåå â ïèîíåðñêèõ ðàáîòàõ [12�14]. Åñëè äëÿ îñòðîâíîé ôèçè-
÷åñêîé ñèñòåìû â [1] áûëà âûáðàíà, ïî ñóòè, åäèíñòâåííàÿ èñõîäíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà,
ñîïóòñòâóþùàÿ (ñ òî÷êè çðåíèÿ óäàë¼ííîãî íàáëþäàòåëÿ) ìàòåðèàëüíîìó èñòî÷íèêó, òî
â îáùåì ñëó÷àå íàìè ïðåäëîæåíà åäèíñòâåííàÿ òåòðàäà, îáåñïå÷èâàþùàÿ âûïîëíåíèå
íåñâ¼ðíóòûõ òîæäåñòâ Áüÿíêè äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû Ðèìàíà ñ äâóìÿ êîîðäèíàòíûìè
è äâóìÿ ëîðåíöåâûìè èíäåêñàìè (âåäü èìåííî òàêîé òåíçîð Ðèìàíà íåîáõîäèìî âîç-
íèêàåò â îïèñàíèè ïîëåé Äèðàêà â èñêðèâë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè äëÿ ñïèíîðíîé
ìàòåðèè íà íåèçáåæíîì çäåñü ÿçûêå òåòðàäíîãî ðåïåðà è ñïèíîðíîé ñâÿçíîñòè [1]).

Çàìåòèì, ÷òî âïåðâûå ïîíèìàíèå ñèñòåìû îòñ÷¼òà êàê äîïîëíèòåëüíîé èíâàðè-
àíòíîé ñòðóêòóðû íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì ìíîãîîáðàçèè ñîáûòèé ïðåäëîæåíî
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À. Ë. Çåëüìàíîâûì [15�17] � îí ïîíèìàë ñèñòåìó îòñ÷¼òà êàê ïîëå ìîíàäû è èíòåãðàëü-
íîå äëÿ íå¼ ñåìåéñòâî ëèíèé âðåìåíè, çàäàþùèõ ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ íàáëþäàòåëåé è
ïðîåêöèþ ìèðîâûõ âåëè÷èí íà èõ ïðèáîðû. Ñàìî ïî ñåáå 1+3 ðàñùåïëåíèå ìèðà ñîáû-
òèé � âåùü ýëåìåíòàðíàÿ, íî íå ýëåìåíòàðíûì áûëî ðàñùåïëåíèå ðàçëè÷íûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è çàïèñü ñ èõ ïîìîùüþ ïîëåâûõ óðàâíåíèé íà ÿçûêå íàáëþ-
äàåìûõ. Ôèçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ïîëå îðòîãîíàëüíûõ ëèíèÿì
âðåìåíè ãèïåðïëîñêîñòåé (ñîñòîÿùèõ èç îäíîâðåìåííûõ äëÿ äàííûõ íàáëþäàòåëåé ñî-
áûòèé), íå èìåþùèõ â îáùåì ñëó÷àå îãèáàþùèõ èõ èíòåãðàëüíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé,
â ðåçóëüòàòå ÷åãî, íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûå ìàã-
íèòíûå çàðÿäû, ïðîïîðöèîíàëüíûå íàïðÿæ¼ííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Íî íàéòè ìîíàäíûé (íà ÿçûêå êîîðäèíàò � õðîíîìåòðè÷å-
ñêè èíâàðèàíòíûé) ïñåâäîòåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îáùåãî
âèäà À. Ë. Çåëüìàíîâ íå óñïåë, çàÿâèâ (â 1973 ãîäó) î åãî ïîèñêå â òåçèñàõ [18] è â
äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè 1982 ãîäà (ÃÀÈØ ÌÃÓ).

Ïåðåéä¼ì ê ôîðìóëàì. Äëÿ íà÷àëà íàì ïîòðåáóåòñÿ êðàòêî íàïîìíèòü ôîðìàëèçì
âíåøíèõ ôîðì [19, 20]. Ôîðìà α ñòåïåíè p íà n-ìíîãîîáðàçèè åñòü òåíçîð ñ íèæíèìè
àíòèñèììåòðè÷íûìè p èíäåêñàìè. Ôóíêöèÿ åñòü 0-ôîðìà. Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë dα

åñòü àëüòåðíèðîâàííàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (è dd = 0), òî åñòü ôîðìà ñòåïåíè p + 1.
Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè df = ∂µf · dxµ, à åñëè A = Aµdxµ åñòü êîâåêòîð-ïîòåíöèàë, òî
dA = (∂µAν − ∂νAµ)dxµ ∧ dxν (çäåñü ∧ � èçâåñòíûé çíàê âíåøíåãî óìíîæåíèÿ ôîðì)
åñòü ýëåêòðîìàãíèòíûé òåíçîð. Îïåðàòîð äóàëüíîãî ñîïðÿæåíèÿ Õîäæà ∗ (ïðè ýòîì
∗∗ = ±1, ãäå çíàê çàâèñèò îò çíàêà îïðåäåëèòåëÿ ìåòðèêè è ÷¼òíîñòè ÷èñëà p(n − p)

èëè åãî íå÷¼òíîñòè) ïåðåâîäèò p-ôîðìó â (n-p)-ôîðìó ñâ¼ðòêîé (ñ ïðèìåíåíèåì ìåòðè-
êè) ôîðìû ñ √−gε, ãäå ε � ïîñòîÿííûé ñèìâîë Ëåâè�×èâèòû εµ...ν (òàê ÷òî, ñêàæåì,
∗1 =

√−gdnx åñòü ôîðìà n-îáú¼ìà). Îïåðàòîð êîäèôôåðåíöèàëà δ = ∗−1d∗ ïåðåâîäèò
p-ôîðìó â (p− 1)-ôîðìó â âèäå ÷àñòíîé êîâàðèàíòíîé äèâåðãåíöèè (ñî çíàêîì ìèíóñ)
ôîðìû ïî ïåðâîìó èíäåêñó. Ëàïëàñèàí ∆ = (d+δ)2 = dδ+δd ìåòðè÷åñêè ñàìîñîïðÿæ¼í:
äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ôîðì îäíîé ñòåïåíè (èíà÷å îíî ðàâíî íóëþ) íà êîìïàêò-
íîì ìíîãîîáðàçèè (α, β) =

∫
α∧∗β ïîëó÷àåì (dα, β) = (α, δβ) (âî âòîðîé ñêîáêå ðàâíûå

ñòåïåíè îáåèõ ïåðåìíîæàåìûõ ôîðì íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì â ïåðâîé). Äåéñòâèå ëà-
ïëàñèàíà íà p-ôîðìó äà¼ò äàëàìáåðòèàí (−52 = −5µ5µ) ôîðìû è â îáùåì ñëó÷àå åù¼
ðÿä ÷ëåíîâ ñ òåíçîðàìè Ðè÷÷è è Ðèìàíà. Òåòðàäà åñòü ÷åòâ¼ðêà 1-ôîðì (òàê ÷òî ëàïëà-
ñèàí òåòðàäû ñîäåðæèò äàëàìáåðòèàí è åù¼ òîëüêî îäèí ÷ëåí � ñ òåíçîðîì Ðè÷÷è). Ïðè
âûðàæåíèè òåíçîðà Ðè÷÷è ÷åðåç òåíçîð ìàòåðèè (ÒÝÈ) ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ, ýêâè-
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âàëåíòíûå óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà. Ïðè äåéñòâèè ëàïëàñèàíà íà (êî)âåêòîð-ïîòåíöèàë
ïîëó÷àåì íà ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ôîðìå [21]:

(∆A)µ ≡ −5ν 5νAµ + Rν
µAν = 4πJµ. (1)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ òîêà J â íîðìàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå:

∂λ[
√−ggλµ(4πJµ + ∂µ 5ν Aν −Rν

µAν)] = 0. (2)

Â ðè÷÷è-ïëîñêîì ìèðå (Rµν = 0) äëÿ ôèçè÷åñêè îïðàâäàííîé ëîðåíöåâîé êàëèáðîâêè
êîâåêòîð-ïîòåíöèàëà δA = −5µ Aµ = 0 òîê J = Jµdxµ ñîõðàíÿåòñÿ áåç äîáàâîê (êîðåíü
èç îïðåäåëèòåëÿ ìåòðèêè √−g ïðè ýòîì äà¼ò ïðàâèëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî îáú¼ìó,
èçìåíåíèå êîòîðîãî çäåñü òîæå ó÷èòûâàåòñÿ). Äëÿ òåòðàäû ea = eaµdxµ ïîëó÷àåì àíà-
ëîãè÷íîå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ñ ñîõðàíÿþùèìñÿ òåòðàäíûì òîêîì Sa = Saµdxµ (íèæå
ñâ¼ðíóòûé ñ òåòðàäîé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè Ta = Tµνe

µ
adxν , T = Taµe

aµ)):

Gµν = 8πTµν ⇐⇒ Ga ≡ Ra−(1/2)Rea = 8πTa ⇐⇒ Ra = 8π[Ta−(1/2)Tea] ⇐⇒ δdea = 8πSa.

Sa = Ta − (1/2)Tea + (8π)−1(d5µ eaµ −52ea), (3)

∂µ(
√−gSµ

a ) = 0.

È ýëåêòðîìàãíèòíûé òåíçîð, è òåòðàäíûé òîê íå èçìåíÿþòñÿ ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåí-
öèàëàì ãðàäèåíòîâ ôóíêöèé, ê êîòîðûì èõ ìîæíî ñâåñòè â ñëó÷àå òðèâèàëüíûõ ïîëåé
(îäíîìåðíàÿ âåêòîðíàÿ ãðàâèòàöèÿ íå îòëè÷àëàñü áû îò òåîðèè ýëåêòðîìàãíåòèçìà).
Äëÿ ëîðåíöåâîé êàëèáðîâêè òåòðàäû è òîêà ñ äâóìÿ ëîðåíöåâûìè èíäåêñàìè âñå âòî-
ðûå ïðîèçâîäíûå òåòðàäû, âõîäÿùèå â òîê, ñâîäÿòñÿ ê âûðàæåíèþ, êâàäðàòè÷íîìó ïî
ïåðâûì ïðîèçâîäíûì. Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, äëÿ ìèðà Øâàðöøèëüäà â æ¼ñòêîé ñè-
ñòåìå îòñ÷¼òà îòðèöàòåëüíàÿ êâàçèíüþòîíîâà ïîòåíöèàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ýíåðãèÿ
êîìïåíñèðóåò ïîëîâèíó ïîëîæèòåëüíîé ìàññû èñòî÷íèêà, äëÿ ñëàáûõ ãðàâèòàöèîííûõ
âîëí íà ïëîñêîì ôîíå ïîëó÷àåì îáû÷íóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ ïëîòíîñòü èõ
ýíåðãèè, è òàê äàëåå. Çàìåòèì, ÷òî äåéñòâóþùèé íà òåòðàäó îïåðàòîð Ëàïëàñà ñàì çà-
âèñèò îò çàäàâàåìîé òåòðàäîé ìåòðèêè, òàê ÷òî áåç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ
ìåòðèêè íå îáîéòèñü. Íî äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â ãðàâèòàöèè â îá-
ùåì ñëó÷àå íóæíà èìåííî òåòðàäà. Ïðè ýòîì ïîèñê òîêà êàê êîäèôôåðåíöèàëà äèôôå-
ðåíöèàëà òåòðàäû î÷åíü ïðîñò. À ïðåèìóùåñòâåííóþ (ðèìàí-êàíîíè÷åñêóþ èëè ïðîñòî
êàíîíè÷åñêóþ) òåòðàäó ìîæíî íàéòè èç óñëîâèé ýêñòðåìóìîâ ñåêöèîííûõ ðèìàíîâûõ
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êðèâèçí Rabab = Rµναβeµ
ae

ν
be

α
aeβ

b , ÷òî íàêëàäûâàåò 6 îãðàíè÷åíèé íà âûáîð òåòðàäû è
â îáùåì ñëó÷àå ôèêñèðóåò åå îäíîçíà÷íî ïðèðàâíèâàíèåì íóëþ âàðèàöèè ñåêöèîííîé
êðèâèçíû ïðè ìàëûõ (ïîñòîÿííûõ â êàæäîé ìèðîâîé òî÷êå) ëîðåíöåâûõ ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ βωb

a çàäàþùåãî 2-íàïðàâëåíèå áèâåêòîðà (eµ
ae

ν
b − eν

ae
µ
b ) êàê ÿäðà 2-ôîðìû ea ∧ eb

(èìååì øåñòü óðàâíåíèé 4-é ñòåïåíè äëÿ íåèçâåñòíûõ 16-òè êîìïîíåíò òåòðàäû, èç
êîòîðûõ 10 ñâÿçàíû óñëîâèåì çàäàíèÿ èçâåñòíîé ìåòðèêè, òàê ÷òî îñòàåòñÿ òîëüêî 6
ñòåïåíåé ñâîáîäû ëîðåíöåâûõ âðàùåíèé, êîòîðûå è èùóòñÿ):

eµ
a → eµ

a + δeµ
a = eµ

a + δωb
ae

µ
b =⇒ δRabab = 2(Rabcbδω

c
a + Rabacδω

c
b) = 0, (4)

∂µ(
√−ggµν ∗Rνλab) = 0.

Êàíîíè÷åñêàÿ òåòðàäà îïðåäåëÿåò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó ñïèíîðíîé ñâÿçíîñòè,

ωµab =
1

2
eν

a(∂µebν − ∂νebµ)− 1

2
eν

b (∂µeaν − ∂νeaµ)− 1

2
eλ

ae
ρ
b(∂λecρ − ∂ρecλ)e

c
µ, (5)

êîòîðàÿ âìåñòå ñ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ ó÷àñòâóåò â èçâåñòíîì îïðåäåëåíèè àáñî-
ëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà äëÿ òåòðàäíîãî ïîëÿ:

Dµe
a
ν = 5µe

a
ν + ωa

µbe
b
ν = ∂µe

a
ν − Γλ

µνe
a
λ + ωa

µbe
b
ν = 0. (6)

Òåîðèÿ òÿãîòåíèÿ Ýéíøòåéíà îêàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîëíîé ëîêàëèçàöèè
äåéñòâèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå, ãäå íåò íè ñîõðàíÿþùèõ òåòðàäíîå ïîëå ïàðàëëåëüíûõ
ïåðåíîñîâ, íè ñîõðàíÿþùèõ ñåêöèîííûå êðèâèçíû íåïðåðûâíûõ ëîðåíöåâûõ âðàùåíèé.
Ïðè îáîáùåíèè òåîðèè Ýéíøòåéíà äî òåîðèè Ýéíøòåéíà�Êàðòàíà ïîÿâëÿåòñÿ òåíçîð
êðó÷åíèÿ Q êàê àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè Γλ

µν , òåíçîð Ðè÷÷è
ñòàíîâèòñÿ íåñèììåòðè÷íûì, è ÷èñëî óðàâíåíèé òÿãîòåíèÿ ñ 10-òè óâåëè÷èâàåòñÿ äî
16-òè. Ïðè ýòîì äëÿ òåíçîðà Ðèìàíà ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà�Êàðòàíà ñóùåñòâóåò êàíî-
íè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå ñ òåíçîðîì Ðèìàíà (ñ ÷åðòîé) ïðåæíåãî ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà:

R̄ ρ
µνλ = R ρ

µνλ +5[µQ
ρ

ν]λ − (Q ρ
σ[µ Q σ

ν]λ + Q σ
µν Q ρ

σλ ). (7)

Äëÿ ýòîãî ïðåæíåãî òåíçîðà êðèâèçíû èìååì êàíîíè÷åñêóþ òåòðàäó è ìîæåì ïîëó÷èòü
4 íåëîêàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ òåíçîðà Ýéíøòåéíà è ðàâíîãî
åìó è â îáùåì ñëó÷àå äèàãîíàëèçóåìîãî òåíçîðà ìàòåðèè Ta = −paea (çíàê âûáðàí òàê,
÷òîáû äëÿ ïëîòíîñòè ìàòåðèè èìåòü T00 > 0 ïðè ñèãíàòóðå ìåòðèêè (−+ ++)). Âîçíè-
êàþùèé â òîæäåñòâå eµ

a 5ν Tµν = 0 ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí ìîæíî
ïðåäñòàâèòü, êàê ïðîèçâîäíóþ Ëè îò èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì âäîëü
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ñîáñòâåííîãî âåêòîðà eµ
a∂µ ñ äëèíîé äóãè âåêòîðíîé ëèíèè sa. Òðàíñâåðñàëüíûé ýòèì

ëèíèÿì 3-îáú¼ì Σa(0) çàìåòàåò âäîëü íèõ ìèðîâóþ òðóáêó ñ ýêâèäèñòàíòíûìè ñå÷å-
íèÿìè Σa(sa). Ñ ïîìîùüþ åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà ëîãàðèôìà îäíîìåðíîé èíòåãðàëüíîé
ýêñïîíåíòû ìîæíî ñóììó äâóõ ïðîèçâîäíûõ Ëè îáúåäèíèòü â îäíó è ïîëó÷èòü ñîõðà-
íåíèå èíòåãðàëà ïî 3-îáú¼ìàì ñå÷åíèé îò âûðàæåíèÿ ñ èíòåãðàëüíîé ýêñïîíåíòîé, òî
åñòü íåëîêàëüíûé èíòåãðàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ [8]. Çäåñü ìû ïðàêòè÷åñêè âïåðâûå
ïðèâåä¼ì åãî ñ äîáàâî÷íûìè ÷ëåíàìè òåíçîðà ñïèíà Sµνλ äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà�
Êàðòàíà:
∫

Σa(sa)

∗eapa exp

∫ sa

0

[p−1
a pbKabb + (4πGp−1

a )
√

haS
µν
a (∇ρSµνρ + 4πGSρ

λρS
λ
µν)]ds = const. (8)

Âûøå ∗ea =
√

had
3x åñòü 3-îáú¼ì ñ êîðíåì èç ìîäóëÿ îïðåäåëèòåëÿ 3-ìåòðèêè. Áåç òåí-

çîðà ñïèíà è (îïèñûâàþùåé ôîêóñèðîâàíèå) âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ñ ìèíó-
ñîì Kabb äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ea ïëîùàäîê (ïðè ýòîì Kaaa = 0) ïîëó÷èëè áû, íàïðèìåð,
ïðîñòî ñîõðàíåíèå ìàññû 3-îáú¼ìà ìàòåðèè. Íî â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ îáëàêà ÷àñòèö
ïðè ñîõðàíåíèè èõ ÷èñëà èõ îáùàÿ ìàññà äâèæåíèÿ èçìåíÿåòñÿ ïðè äåôîðìàöèè (ñêà-
æåì, ïðè ãðàâèòàöèîííîé êîíäåíñàöèè ìàòåðèè) 3-îáú¼ìà: ãðàâèòàöèÿ ðàáîòàåò! Òîð-
ñèîííîå ïîëå Êàðòàíà äà¼ò î÷åíü ìàëûé âêëàä ñïèíîâ ìàòåðèàëüíûõ èñòî÷íèêîâ: åñëè
ìàòåðèþ îò ãåîìåòðèè îòäåëÿåò ïîñòîÿííàÿ òÿãîòåíèÿ Ýéíøòåéíà êàê ìàëûé ìíîæè-
òåëü, òî âêëàäû ñïèíà èäóò ñ å¼ êâàäðàòîì è êóáîì. Íî â ðàííåé Âñåëåííîé âûñîêèå
ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè è îòòàëêèâàòåëüíûé ïîòåíöèàë ñïèíà ìåíÿþò ñèòóàöèþ. Åñëè âû-
áîð òåòðàäû ïîä÷èíèòü ÷åòâ¼ðêå óñëîâèé ∇µTaµ = 0 (äëÿ ìèðà äå Ñèòòåðà, íàïðèìåð,
ýòî îçíà÷àåò ïðîñòî ëîðåíöåâó êàëèáðîâêó òåòðàäû), òî íåëîêàëüíûé èíòåãðàëüíûé çà-
êîí ñîõðàíåíèÿ ñòàíåò ëîêàëüíûì èíòåãðàëüíûì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ, íî ýòà òåòðàäà
â îáùåì ñëó÷àå óæå íå áóäåò äëÿ ÒÝÈ ñîáñòâåííîé (ðè÷÷è-êàíîíè÷åñêîé). Íàïîìíèì
âàæíóþ ãèïîòåçó ìàòåìàòèêà À. Ì. Âèíîãðàäîâà [22]: ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èìååò ïîëíûé íàáîð íåëîêàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðà-
íåíèÿ. Ïîñêîëüêó âñå ñèëüíûå ôèçè÷åñêèå ïîëÿ ãðàâèòèðóþò, à íà ÿçûêå ñîáñòâåííûõ
òåòðàä èõ ôèçèêà ìîæåò áûòü ÿñíåå, êîíöåïöèþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ñòîèò îáîáùèòü
íà ñëó÷àé íåëîêàëüíîñòè êàê ôèçè÷åñêèõ ïîëåé, òàê è èõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.
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