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ÐßÄÛ ÊÀÏÒÅÉÍÀ È ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ ÔÎÒÎÍÀ
À.È. Íèêèøîâ

Ïîëó÷åíû ñóììû íåñêîëüêèõ âèäîâ ðÿäîâ Êàïòåéíà
è íàéäåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè. Îñîáîå âíèìà-
íèå óäåëåíî ðÿäàì, ñóììû êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè. Íàéäåíû èõ àñèìïòîòèêè.
Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
è ïðèâåäåíû ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.
Íàéäåíî âðåìÿ æèçíè ýëåêòðîíà â ïîñòîÿííîì ýëåêòðî-
ìàãíèòíîì ïîëå äî èçëó÷åíèÿ ôîòîíà. Îòìå÷åíî, ÷òî
ýòî âðåìÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ýíåðãèåé óëüòðàðåëÿòèâèñò-
ñêîãî ýëåêòðîíà â ñèëüíîì ïîñòîÿííîì ïîëå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðÿäû Êàïòåéíà, èçëó÷åíèå ôîòîíà.
Ðÿäû Êàïòåéíà, ëèíåéíûå ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ, ìû íàçûâàåì ëèíåéíûìè. Ðÿäû,

ñóììû êîòîðûõ äàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, íàçûâàåì àëãåáðàè÷åñêèìè. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðÿäû íàçûâàåì òðàíñöåíäåíòíûìè.

Ëèíåéíûå òðàíñöåíäåíòíûå ðÿäû. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
m=1

am

m
Jm(mx) =

1

2π

π∫

−π

dθ

∞∑
m=1

1

m
[ae−i(θ−x sin θ)]m =

= − 1

2π

π∫

−π

dθ ln[1− ae−i(θ−x sin θ)] = (1)

= − 1

2π

π∫

0

dθ{ln[1− ae−i(θ−x sin θ)] + ln[1− aei(θ−x sin θ)]} =

= − 1

2π

π∫

0

dθ ln[1 + a2 − 2a cos(θ − x sin θ)]. (2)

Ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà â (1) è ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì x. Òîãäà ñðàâíåíèå ÷ëåíîâ ýòèõ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ñ
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îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè x äà¼ò âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ ïî θ, çàâèñÿùèõ îò ïàðà-
ìåòðà a. Ïîäðîáíåå ñì. [1]. Çàìåòèì, ÷òî â [1] â ðàçäåëå 2 â ñóììàõ ïî íå÷¼òíûì n (ãäå
ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî 2n+1) ñóììèðîâàíèå äîëæíî íà÷èíàòüñÿ îò n = 0, à íå îò n = 1.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé |a| = 1. Òîãäà èç (1) è (2) èìååì

∞∑
m=1

1

m
Jm(mx) = − 1

2π

π∫

0

dθ ln[2(1− cos(θ + y))] = − 1

π

π∫

0

dθ ln

[
2 sin

(
θ

2
− x

2
sin θ

)]
. (3)

Çäåñü y = −x
2
sin θ. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Jm(mx) ïî ñòåïåíÿì x, ïîëó÷èì

∞∑
m=1

1

m
Jm(mx) =

x

2
+

x2

22
+

x3

23
+

x4

22 · 3 +
23x5

27 · 3 +
11x6

24 · 3 · 5 +
841x7

29 · 32 · 5 +
151x8

24 · 32 · 5 · 7 + · · · . (4)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå, íàéä¼ì
∞∑

m=1

J ′m(mx) =
1

2
+

x

2
+

3x2

23
+

x3

3
+

23 · 5x4

27 · 3 +
11x5

23 · 5 +
841 · 7x6

29 · 32 · 5 +
151x7

2 · 32 · 5 · 7 + · · · . (5)

Äèôôåðåíöèðóÿ (3), íàéä¼ì

∞∑
m=1

J ′m(mx) =
1

2π

π∫

0

dθ cot

(
θ

2
− x

2
sin θ

)
sin θ. (6)

Äëÿ 1− x2 << 1, êîãäà meff >> 1, èìååì (ñì (9.3.43) è (10.4.16) â [2])

J ′m(mx) = −
(

2

m

)2/3

Ai′
((m

2

)2/3

(1− x2)

)
=

1− x2

√
3π

K2/3

(m

3
(1− x2)3/2

)
. (7)

Èñïîëüçóÿ ýòî â ëåâîé ÷àñòè (5) è çàìåíÿÿ ñóììèðîâàíèå èíòåãðèðîâàíèåì, ïîëó÷èì
∞∑

m=1

J ′m(mx) = 2
∞∑

n=1

J ′2n(2nx) =

√
3

(1− x2)1/2
, 1− x2 << 1. (8)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (6.561.16) â [3]
∞∫

0

dxxα−1Kν(ax) = 2α−2a−αΓ

(
α + ν

2

)
Γ

(
α− ν

2

)
. (9)

Äèôôåðåíöèðóÿ (8), íàéä¼ì
∞∑

m=1

mJ ′′m(mx) =

√
3

(1− x2)3/2
, 1− x2 << 1. (10)
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Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ôîðìóëó (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∞∑
m=1

J ′m(mx) = −1

x
+

1

2π

π∫

0

dθ

[
sin θ

(
cot ϕ− 1

ϕ

)
+

2

x

(
θ

θ − x sin θ
− 6

x(c + θ2)

)]
+

+
6

πx2
√

c
arctan

π√
c
, ϕ =

θ

2
− x

2
sin θ, c = 6

1− x

x
. (11)

Èíòåãðàë çäåñü ïîðÿäêà åäèíèöû è ìîæåò áûòü òàáóëèðîâàí. Äëÿ 1− x2 << 1 ãëàâíûé
÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè òàêîâ

6

π
√

c
arctan

π√
c
≈ 6

π
√

c

π

2
=

3√
c
≈

√
3

1− x2
, (12)

êàê ýòî è äîëæíî áûòü ñîãëàñíî ñ (8). Àíàëîãè÷íî (11) íàéä¼ì

∞∑
n=1

J ′2n(2nx) =

π∫

0

dθ sin θ cot ψ = − 1

2x
+

1

2π

π∫

0

dθ

[
sin θ

(
cot ψ − 1

ψ

)
+

+
1

x

(
θ

θ − x sin θ
− 6

x(c + θ2)

)]
+

3

πx2
√

c
arctan

π√
c
, ψ = θ − x sin θ. (13)

Äèôôåðåíöèðóÿ (6), ïîëó÷èì
∞∑

m=1

mJ ′′m(mx) =
1

4π

∫ π

0

dθ

(
sin θ

sin ϕ

)2

, ϕ =
θ

2
− x

2
sin θ. (14)

Ñóììèðóÿ ïî m óðàâíåíèå Áåññåëÿ, çàïèñàííîå â âèäå
(

d

dx
+

1

x

)
J ′(mx) =

(
1

x2
− 1

)
mJ(mx), (15)

ïîëó÷èì (
d

dx
+

1

x

) ∞∑
m=1

J ′(mx) =

(
1

x2
− 1

) ∞∑
m=1

mJ(mx). (16)

Àíàëîãè÷íî (1) è (2) ïîëó÷èì

∞∑
n=1

1

2n
J2n(2nx) = − 1

2π

π∫

0

dθ ln(2 sin ψ), ψ = θ − x sin θ. (17)

Äèôôåðåíöèðóÿ, èìååì
∞∑

n=1

J ′2n(2nx) =
1

2π

π∫

0

dθ cot ψ sin θ, ψ = θ − x sin θ. (18)
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Äèôôåðåíöèðóÿ åù¼ ðàç, ïîëó÷èì

∞∑
n=1

2nJ ′′2n(2nx) =
1

2π

π∫

0

dθ
sin2 θ

sin2 ψ
. (19)

Äàëåå ëåãêî íàéä¼ì
∞∑

n=1

2nJ2n(2nx) = x2 +
7x4

3
+

239x6

22 · 3 · 5 +
1481x8

22 · 32 · 7 +
292223x10

26 · 34 · 7 + · · · . (20)

Óäåðæèâàÿ òîëüêî ÷ëåíû ñ ÷åòíîé ñòåïåíüþ x â (4), ïîëó÷èì
∞∑

n=1

1

2n
J2n(2nx) =

x2

22
+

x4

22 · 3 +
11x6

24 · 3 · 5 +
151x8

24 · 32 · 5 · 7 +
15619x10

28 · 34 · 5 · 7 + · · · . (21)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå, íàéä¼ì
∞∑

n=1

J ′2n(2nx) =
x

2
+

x3

3
+

11x5

23 · 5 +
151x7

2 · 32 · 5 · 7 +
15619x9

27 · 34 · 7 + · · · . (22)

Ó÷èòûâàÿ (8), ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó, êîòîðàÿ ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä ïî ñòåïåí-
íÿì x äàåò ôîðìóëó (22):

∞∑
n=1

J ′2n(2nx) =
x

2
√

1− x2

[
1 +

x2

2 · 3 +
11x4

23 · 3 · 5 +
59x6

24 · 32 · 7 +
14971x8

27 · 34 · 5 · 7 + · · ·
]

. (23)

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ âûðàæåíèå

β∫

0

dx

∞∑
n=1

nJ2n(2nx) =
1

4
√

3(1− β2)3/2
, 1− β2 << 1. (24)

Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî β, ïîëó÷èì âûðàæåíèå
∞∑

n=1

nJ2n(2nβ) =

√
3

4(1− β2)5/2
, 1− β2 << 1, (25)

êîòîðîå ìîæíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (40) íèæå.
Àíàëîãè÷íî (23) ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ñóììû ðÿäà ïðè íåáîëüøèõ x:
∞∑

n=1

2nJ2n(2nx) =
x2

(1− x2)5/2

[
1− x2

2 · 3 +
x4

23 · 5 +
5x6

24 · 32 · 7 +
103x8

27 · 34 · 7 + · · ·
]

. (26)
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Ñõîäíûì îáðàçîì íàéä¼ì âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà ñóììû òðàíñöåíäåíòíîãî ðÿäà
Êàïòåéíà ïðè íåáîëüøèõ β:

β∫

0

dx

∞∑
n=1

nJ2n(2nx) =
β3

6(1− β2)3/2

[
1− β2

2 · 5 −
β4

23 · 7 −
19β6

24 · 33 · 7 −
809β8

27 · 33 · 7 · 11
− · · ·

]
.

(27)

Áèëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ðÿäû. Íà÷í¼ì ñ ñîîòíîøåíèÿ, ñì. [5],

(1− x2)
d

dx
J2

n(nx) =
d

dx

[
x2J ′2n (nx)

]
. (28)

Îíî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèåì â í¼ì äèôôåðåíöèðîâàíèé è èñïîëüçîâàíèåì óðàâ-
íåíèÿ Áåññåëÿ. Óìíîæàÿ (28) íà nν è ñóììèðóÿ ïî n, ïîëó÷èì

(1− x2)
d

dx
Σ∞

1 nνJ2
n(nx) =

d

dx

[
x2Σ∞

1 nνJ ′2n (nx)
]
. (29)

Ïîëàãàÿ ν = −2, èìååì

(1− x2)
d

dx
Σ∞

1

1

n2
J2

n(nx) =
d

dx

[
x2Σ∞

1

1

n2
J ′2n (nx)

]
. (30)

Â ëåâîé ÷àñòè èñïîëüçóåì ôîðìóëó Íèëüñîíà

Σ∞
1

1

n2
J2

n(nx) =
x2

4
. (31)

Âûïîëíÿÿ çàòåì äèôôåðåíöèðîâàíèå â ëåâîé ÷àñòè, ïîëó÷èì

(1− x2)
x

2
=

d

dx

[
x2Σ∞

1

1

n2
J ′2n (nx)

]
. (32)

Èíòåãðèðóÿ çäåñü ïî x, ïîëó÷èì àíàëîã ôîðìóëû Íèëüñîíà

Σ∞
1

1

n2
J ′2n (nx) =

1

4
− x2

8
. (33)

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó Íèëüñîíà (31) ëåãêî ïîëó÷èòü èç ôîðìóëû (17.33(2)) â [4]:

Σ∞
1

1

n2
J2n(2nx) =

x2

2
.

Çàìåíÿÿ çäåñü x → x sin ϕ, èíòåãðèðóÿ ïî ϕ è ó÷èòûâàÿ (39) (ñì. íèæå), ïîëó÷èì (31).
Äàëåå äâàæäû äèôôåðåíöèðóåì J2

n(y):

d

dy
J2

n(y) = 2Jn(y)J ′n(y),
d2

dy2
J2

n(y) = 2J ′2n(y) + 2Jn(y)J ′′n(y) =
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= 2J ′2n(y) + 2Jn(y)

[(
n2

y2
− 1

)
Jn(y)− 1

y
J ′n(y)

]
. (34)

Îòñþäà (ñì. (40.4) â [6])

J ′2n(y) =

[
1

2

(
1

y

d

dy
+

d2

dy2

)
+

(
1− n2

y2

)]
J2

n(y). (35)

Ïîëàãàÿ y = nx, óìíîæàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå íà nν è ñóììèðóÿ ïî n, ïîëó÷èì

Σ∞
1 nνJ ′2n(y) =

1

2

(
1

x

d

dx
+

d2

dx2

)
Σ∞

1 nν−2J2
n(nx) +

(
1− 1

x2

)
Σ∞

1 nνJ2
n(nx). (36)

Áèëèíåéíûå òðàíñöåíäåíòíûå ðÿäû. Èìåÿ äåëî ñ ðàçëîæåíèÿìè â ñòåïåííûå ðÿäû,
ìû èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (8.442.1) â [3]:

J2
n(y) = Σ∞

0 (−1)s (2n + 2s)!y2(n+s)

s!22(n+s)(2n + s)![(n + s)!]2
. (37)

Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ J ′2n(nx) ìîæíî ïîëó÷èòü èç (36), íî ïðîùå èñïîëüçîâàòü
(28) èëè (29), åñëè íóæíà ñóììà. Èñïîëüçóÿ (37), ïîëó÷èì

Σ∞
1 nJ2

n(nx) =
x2

4

(
1 +

7x2

22
+

239x4

25 · 3 +
7435x6

28 · 32
+

292223x8

213 · 32
+ · · ·

)
. (38)

Çíà÷èòåëüíî ïðîùå ïîëó÷èòü åãî èç (20), èñïîëüçóÿ (6.681.9) â [3], èìåþùóþ âèä

J2
n(nx) =

2

π

π/2∫

0

dϕJ2n(2nx cos ϕ). (39)

Äëÿ 1− x2 << 1 èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ (9.3.35) è (10.4.14) â [2]

Jn(nx) =

√
1− x2

π
√

3
K1/3

[n

3
(1− x2)3/2

]
, (40)

çàìåíÿåì ñóììèðîâàíèå èíòåãðèðîâàíèåì è èñïîëüçóåì (6.576 4) â [3]. Òîãäà ïîëó÷èì

Σ∞
1 nJ2

n(nx)
∣∣
1−x2<<1

=
1

π
√

3

1

(1− x2)2
. (41)

Àíàëîãè÷íî (23) ïîëó÷èì

Σ∞
1 nJ2

n(nx) =
x2

4(1− x2)2

[
1− x2

22
− x4

25 · 3 −
5x6

28 · 32
− 23x8

213 · 32
− · · ·

]
. (42)
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàéä¼ì

Σ∞
1 nJ ′2n(nx) =

1

22
+

5x2

24
+

127x4

27 · 3 +
3133x6

210 · 32
+

101887x8

215 · 32
+ · · · . (43)

Èñïîëüçóÿ (7) ñ m = 2n è óðàâíåíèå (6.576 4) â [3], ïîëó÷èì

Σ∞
1 nJ ′2n(nx)

∣∣∣
1−x2<<1

=
2

π
√

3

1

1− x2
. (44)

Àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèþ (42) íàéä¼ì

Σ∞
1 nJ ′2n(nx) =

1

4(1− x2)

[
1 +

x2

22
+

7x4

25 · 3 +
85x6

28 · 32
+

1631x8

213 · 32
+ · · ·

]
. (45)

Ñ ïîìîùüþ (37) ïîëó÷èì

Σ∞
1

1

n
J2

n(nx) =
x2

4

[
1 +

x2

22
+

11x4

25 · 3 +
151x6

28 · 32
+

15619x8

213 · 32 · 5 + · · ·
]

. (46)

Íàìíîãî ïðîùå ïîëó÷èòü åãî, èñïîëüçóÿ (21) è (39).
Ñ ïîìîùüþ (39) è (3) ïîëó÷èì ñóììó ðÿäà â èíòåãðàëüíîé ôîðìå:

Σ∞
1

1

n
J2

n(nx) = − 1

π2

π∫

0

dψ

π∫

0

dθ ln[2 sin(θ − x sin ψ sin θ)]. (47)

Äèôôåðåíöèðóÿ åãî, ïîëó÷èì

Σ∞
1 2Jn(nx)J ′n(nx) =

1

π2

π∫

0

dψ

π∫

0

dθ cot(θ − x sin ψ sin θ) sin ψ sin θ. (48)

Âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ ôîòîíà. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ýëåêòðîí â ïîñòîÿííîì ìàã-
íèòíîì ïîëå èëè â ïîëå öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàííîé ïëîñêîé âîëíû äâèæåòñÿ ïî êðó-
ãîâîé îðáèòå (â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò). Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ äà¼òñÿ ôîð-
ìóëîé Øîòòà, ñì. �74 â [7]:

dIn =
e2

2πc
(nωH)2[tan2 θJ2

n(nβ cos θ) + β2J ′2n(nβ cos θ)]dΩ, β =
v

c
. (49)

Ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ïî óãëàì èíòåíñèâíîñòü ðàâíà

In =
2e2

v
ω2

H


β2nJ ′2n(2nβ)− (1− β2)

β∫

0

dxn2J2n(2nx)


 . (50)
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Â ñëó÷àå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ωH =
eH

mc

√
1− β2.

Âåðîÿòíîñòü â åäèíèöó âðåìåíè ïîëó÷àåòñÿ äåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè íà ~nωH , ωH

åñòü ÷àñòîòà ïåðâîé ãàðìîíèêè: dPn = dIn/~nω. Òàê (49), äåë¼ííàÿ íà ~nωH è ïðîñóì-
ìèðîâàííàÿ ïî n, ïðèâîäèò ê ðÿäàì (42) è (45).

Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü â åäèíèöó âðåìåíè ðàâíà

P = Σ∞
1 Pn =

2e2

~v
ωH


β2Σ∞

1 J ′2n(2nβ)− (1− β2)

β∫

0

dxΣ∞
1 nJ2n(2nx)


 . (51)

Âèäíî, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïî n âûðàæåíèé äëÿ èíòåíñèâíîñòåé ïðèâîäèò ê àëãåáðàè-
÷åñêèì ðÿäàì, à ñóììèðîâàíèå âåðîÿòíîñòåé � ê òðàíñöåíäåíòíûì. Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî â òå÷åíèå èíòåðâàëà âðåìåíè t íå ïðîèçîéä¼ò èçëó÷åíèÿ ôîòîíà, ðàâíà exp(−Pt).
Èñïîëüçóÿ (23) è (27), ïîëó÷èì

P =
2e2

~v
ωH√
1− β2

β3

3

[
1 +

3β2

2 · 5 +
41β4

23 · 5 · 7 +
52 · 11β6

24 · 33 · 7 +
28121β8

27 · 32 · 5 · 7 · 11
+ · · ·

]
. (52)

Â ñëó÷àå ïëîñêîé öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû ωH åñòü ÷àñòîòà âîëíû.
Äëÿ 1− β << 1 ïîëó÷èì

P =
e2

~c
5

2
√

3

eH

mc
,

e2

~c
= α = 1/137. (53)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà âåðîÿòíîñòü P â êëàññè÷å-
ñêîì ñëó÷àå íå çàâèñèò îò ýíåðãèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû èçâåñòíî, ÷òî â óëüòðàðåëÿòè-
âèñòñêîì ñëó÷àå èçëó÷åíèå îäíî è òîæå â ëþáîì âíåøíåì ïîëå, ìàëî ìåíÿþùeìñÿ íà
äëèíå ôîðìèðîâàíèÿ èçëó÷åíèÿ. Òîãäà [ñì. (27') è (27�) â [8], ãäå e2

4π~c
= α = 1/137]

W =
5αm

2
√

3
χ, χ =

√
(eFµνpν)2

m3
. (54)

Çäåñü W � âåðîÿòíîñòü â åäèíèöó ñîáñòâåííîãî âðåìåíè, τ =
√

1− β2t, Fµν � òåíçîð
ïîëÿ, p � èìïóëüñ ýëåêòðîíà, ~ = c = 1, Pt = Wτ . Äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ χ =

eHv

m2
√

1− β2

è ìû âèäèì, ÷òî (53) ñîãëàñóåòñÿ ñ (54): W
√

1− β2 = P.

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî â êâàíòîâîì ñëó÷àå, êîãäà χ >> 1,

W =
14Γ(2/3)αm

27
(3χ)2/3. (55)
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëàáîðàòîðíîå âðåìÿ äî èçëó÷åíèÿ ôîòîíà âîçðàñòàåò â ýòîì ñëó÷àå

êàê
(

E

m

)1/3

.
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