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À.È. Íèêèøîâ

Îáû÷íî ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ îò èìïóëüñà
÷àñòèöû ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè. Ðàáîòà òàêîé ñèëû
ïðè ìåäëåííîì ïåðåìåùåíèè ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì ãðà-
âèòàöèîííîì ïîëå íå ñîãëàñóåòñÿ ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè. Ñîãëàñèå èìååò ìåñòî òîëüêî åñëè ñèëà îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ îò èìïóëüñà ïî ìèðîâîìó âðå-
ìåíè. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî èìåííî ýòó ñèëó èçìåðÿþò ïðó-
æèííûå âåñû, óäåðæèâàþùèå ÷àñòèöó â ïîêîå â ïîñòî-
ÿííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèëà â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ïðîáíîé ÷àñòèöû.
Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ââåäåíèÿ ñèëû â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðîáíîé ÷à-

ñòèöû. Òàê Ì¼ëëåð èññëåäóåò òðè ðàçëè÷íûõ 3-âåêòîðà ñèëû �÷òîáû îïèñàòü âñå àñïåê-
òû íåãðàâèòàöèîííîãî äåéñòâèÿ�, ñì. �10.4 â [1]. Ëàíäàó è Ëèôøèö îïðåäåëÿþò ãðà-
âèòàöèîííóþ ñèëó êàê ïðîèçâîäíóþ îò òðåõìåðíîãî èìïóëüñà ïî (ñèíõðîíèçîâàííîìó)
ñîáñòâåííîìó âðåìåíè, ïðè÷¼ì ïðîèçâîäíàÿ äà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ òð¼õìåðíîãî êîâàðèàíò-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ñì. Çàäà÷ó 1 â �88 â [2]).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå ñ ñèëîé, ñîãëàñîâàííîé ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
â ïîñòîÿííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, íå èìååò îáùåêîâàðèàíòíîãî âèäà, íî äîìíîæå-
íèå îáùåêîâàðèàíòíîãî óðàâíåíèÿ íà ds/dt ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ñ æåëàåìîé ñèëîé.
Äðóãèìè ñëîâàìè, èçìåíåíèå èìïóëüñà äîëæíî äàâàòüñÿ ïðîèçâîäíîé ïî êîîðäèíàò-
íîìó (ìèðîâîìó, à íå ïî ñîáñòâåííîìó) âðåìåíè. Îïåðàöèîííîå îïðåäåëåíèå ìèðîâîãî
âðåìåíè ñìîòðè â �10.3 â [1].

Â ïîñòîÿííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ p0 êîìïîíåíòà èìïóëüñà (ñì. �88
â [2])

p0 =
mc2√g00√

1− v2

c2

, vα =
cdxα

√
g00(dx0 − gαdxα)

, gα = −g0α

g00

, v2 = γαβvαvβ. (1)
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Äëÿ ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöû

p0 = mc2√g00, dp0 =
mc2

2
√

g00

g00,αdxα

(
g00,α =

∂g00

∂xα

)
. (2)

Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòíàÿ íåãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà, êîòîðàÿ óäåðæèâàåò ÷àñòèöó â
ïîêîå èëè àäèàáàòè÷åñêè (òî åñòü áåñêîíå÷íî ìåäëåííî) èçìåíÿåò p0, ðàâíà

n.g.

F α=
dp0

dxα
=

mc2

2
√

g00

g00,α. (3)

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò Fα åñòü 3-âåêòîð, à dp0 �
èíâàðèàíò è åãî ìîæíî èíòåãðèðîâàòü (ñì. (10.116) â [1]). Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà íàïðàâëåíà ïðîòèâ îñè 1.
Òîãäà â (2) òîëüêî dx1 îòëè÷íî îò íóëÿ:

dp0 =
mc2

2
√

g00

g00,1dx1 =
mc2

2

g00,1√
g00|g11|

dl1, dl1 =
√
|g11|dx1. (4)

Â íèçøåì ïðèáëèæåíèè g00 = 1 +
2φ

c2
, φ < 0, φ,1 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî

n.g.

F 1 íàïðàâëåíà
ïî îñè 1. Èç (4) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðóæèííûå âåñû, óäåðæèâàþùèå ÷àñòèöó â ïîêîå,
äîëæíû èçìåðÿòü 3-èíâàðèàíòíóþ ñèëó:

F =
mc2g00,1

2
√

g00|g11|
. (5)

Ñîãëàñíî ýâðèñòè÷åñêîìó ïîäõîäó ê ãðàâèòàöèè [3, 4] ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ìåòðèêà
ïîñòîÿííîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ èìååò ëîêàëüíî-èçîòðîïíûé âèä

ds2 = g00(x
1, x2, x3)(dx0)2 + gs(x

1, x2, x3)[(dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2]. (6)

Â ýòîì ïîäõîäå ãðàâèòàöèÿ èçìåíÿåò íå òîëüêî èíòåðâàëû âðåìåíè è äëèíû, íî è ôèçè-
÷åñêèå êîíñòàíòû, òàêèå êàê çàðÿä, ìàññà è äðóãèå, ñì. òàêæå [5]. Íàñ çäåñü èíòåðåñóåò
èçìåíåíèå â ñèëüíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ýéíøòåéíîâñêîé ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿí-
íîé κ:

κ =
8πG

c4
→ κφ =

κ√
g00|gs|

, (7)

ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ Íüþòîíà.
Èçìåíåíèå κ çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè âåëè÷èíû. Â ÷àñòíîñòè, áåçðàçìåðíûé ïîòåí-

öèàë φ = −mG

c2r
íå èçìåíÿåòñÿ. Èçìåíåíèå κ (è íüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿí-

íîé G =
c4κ
8π

) íå ñîâìåñòèìî ñ óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà, íî äëÿ êà÷åñòâåííîé îöåíêè
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ïîâåäåíèÿ κ âîñïîëüçóåìñÿ èçîòðîïíîé ìåòðèêîé ðåøåíèÿ Øâàðöøèëüäà. Òîãäà

g00 =

(
1 + φ/2

1− φ/2

)2

, gs = − (1− φ/2)4 ,
√
|gs|g00 = 1− 1

4
φ2. (8)

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî κφ â (7) ïðè φ2 = 4 ìåíÿåò çíàê, ïðîõîäÿ ÷åðåç
áåñêîíå÷íîñòü, ò.å. ãðàâèòàöèÿ ñòàíîâèòñÿ àíòèãðàâèòàöèåé. Ïîñëåäíåå êàê ðàç è íóæíî
äëÿ îáúÿñíåíèÿ óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óâåëè÷åíèå κ
(è G) åäâà ëè ìîæåò çàìåíèòü ÷¼ðíóþ ìàòåðèþ, ïîñêîëüêó îíà èãðàåò ñóùåñòâåííóþ
ðîëü, êîãäà âñ¼ åù¼ |φ| << 1.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.2.6) â [6], êîãäà ñêîðîñòü ÷àñòèöû vα = 0,
ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà ðàâíà

K = m
√

γαβaαaβ, aα =
d2xα

ds2
, α = 1, 2, 3. (9)

Â ìåòðèêå (6), ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàÿ, ÷òî ñèëà äåéñòâóåò ïî îñè 1 è ÷àñòèöà ïî÷òè
ïîêîèòñÿ, èìååì

a1 =
d2x1

ds2
= −Γ1

00

(
dx0

ds

)2

= −g11g00,1

2g00

= − g00,1

2g11g00

,

(
dx0

ds

)2

=
1

g00

.

Ñëåäîâàòåëüíî
K =

mc2

2

g00,1√
g00|g11|

1√
g00

. (10)

Ýòà ñèëà îòëè÷àåòñÿ îò (5) ôàêòîðîì 1√
g00

. Ïðîòèâîðå÷èå ñ (5) èñ÷åçíåò, åñëè ïðîèç-
âîäíàÿ îò èìïóëüñà, îïðåäåëÿþùàÿ ñèëó, áåðåòñÿ ïî êîîðäèíàòíîìó âðåìåíè, à íå ïî
ñîáñòâåííîìó.

Òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ åñòåñòâåííî âîçíèêàåò â ëàãðàíæåâîì ôîðìàëèçìå (ñì. �10.4 â
[1]). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ êàê â [1] g̃ik = −gik, èìååì

L = −mc(−g̃ik
dxi

dt

dxk

dt
)1/2.

Îòñþäà ïîëó÷èì

pα =
∂L

∂ũα
=

mcg̃αlũ
l

√
−g̃ikũiũk

, ũk =
dxk

dt
,

∂L

∂xα
=

mcg̃lm,αũlũm

2
√
−g̃ikũiũk

.

Òîãäà óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äàþò

dpα

dt
=

∂L

∂xα
=

mcg̃lm,αũlũm

2
√
−g̃ikũiũk

=
g.

Fα . (11)
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Äëÿ ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöû ũi = cδi
0 è

g.

F ñîãëàñóåòñÿ ñ (3). Äëÿ ìåäëåííî äâèæóùåéñÿ
÷àñòèöû

g.

Fα≈ − n.g.

F α.
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

ũk = uk ds

dt
, uk =

dxk

ds
, −g̃ikũ

iũk =

(
ds

dt

)2

, (12)

ãðàâèòàöèîííóþ ñèëó
g.

Fα ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
g.

Fα= −mc

2
g̃lm,αul dxm

dt
; g̃ik = −gik. (13).

Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü ñðàçó èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ (13) óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé
â êîâàðèàíòíîé ôîðìå (ñì. óðàâíåíèå (87.3à) â [2]):

dui

ds
=

1

2
gkl,iu

kul. (14)

Äëÿ i = 0 îòñþäà ñëåäóåò ñîõðàíåíèå p0 â ñîãëàñèè ñ (1), ïîñêîëüêó gkl,0 = 0 â ïîñòî-
ÿííîì ïîëå. Äëÿ i = 1, 2, 3, ó÷èòûâàÿ ÷òî g̃ik = −gik, ïîëó÷èì â ïðàâîé ÷àñòè (14) ñèëó
(13) (ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà mc

ds

dt
, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ïî s ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî t). Íàïîìíèì, ÷òî çíàê pi çàâèñèò îò çíàêà ñèãíàòóðû
ìåòðèêè: pi = gikp

k.
Çàìåòèì, ÷òî g00 â êàæäîé òî÷êå ìîæíî îïðåäåëèòü ïî êðàñíîìó ñìåùåíèþ. Äðó-

ãîé ñïîñîá ñì. â [1] è [6]. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g00 è, ñëåäîâàòåëüíî, å¼
ïðîèçâîäíàÿ g00,1, èçâåñòíû èç ýêñïåðèìåíòà. Òîãäà èçìåðåíèå âåñàìè ñèëû â (5) ïîçâî-
ëÿåò îïðåäåëèòü g11, ôèãóðèðóþùóþ â ýòîé ôîðìóëå. Íàïîìíèì, ÷òî âñå êîìïîíåíòû
ìåòðèêè â ïðèíöèïå èçìåðèìû (ñì. [1] è [6]) è äàæå íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.

Òåïåðü îñòàíîâèìñÿ êðàòêî íà Çàäà÷å 1 â �88 â [2]. Âî âòîðîì èçäàíèè êíèãè [2]
(Ìîñêâà, 1948) ðàññìîòðåí ñëó÷àé ìàëûõ ñêîðîñòåé è ïîëó÷åíà ñèëà

fα =
dpα

dτ
= mc2

[
−1

2

g00,α

g00

+
√

g00(gβ,α − gα,β)
vβ

c

]
, gα = −g0α

g00

. (15)

Ïåðåõîäÿ îò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî τ ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî t, ò.å. äîìíîæàÿ (15)
íà √g00, ïîëó÷èì

√
g00fα =

g.

Fα= mc2

[
−1

2

g00,α√
g

00

+ g00(gβ,α − gα,β)
vβ

c

]
. (16)

Äëÿ ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöû ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ (3), ãäå ïðèâåäåíà íåãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà,
óðàâíîâåøèâàþùàÿ ãðàâèòàöèîííóþ.
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Çàìåòèì, ÷òî ñàìè ïî ñåáå ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè è òðåáîâàíèå îáùåé êîâàðèàíò-
íîñòè íå óêàçûâàþò íà íåîáõîäèìîñòü ïåðåõîäà îò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ñîáñòâåííî-
ìó âðåìåíè ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî êîîðäèíàòíîìó âðåìåíè â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ
ïðîáíîé ÷àñòèöû, íà êîòîðóþ äåéñòâóåò è íåãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà.

ß áëàãîäàðþ Â.È. Ðèòóñà è Ì.È. Çåëüíèêîâà çà ñòèìóëèðóþùèå îáñóæäåíèÿ.
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