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УДК 537.8

О СКОРОСТИ ПЕРЕНОСА ЭНЕРГИИ ПОЛЯ

В ДИССИПАТИВНОЙ СРЕДЕ

М.А. Микаэлян

Для волнового процесса с произвольным законом дис-
персии ω = ω′(k) + iω′′(k) предложено строгое опреде-
ление групповой скорости vg. Для монохроматическо-
го приближения получено предельное выражение vg(k).
Найдено условие, при котором vg(k) принимает вид вы-

ражения Кузелева–Рухадзе [1]
dω′(k)

dk
. В общем же слу-

чае оказывается, что vg(k) определяется не только за-
коном дисперсии ω(k), но и другими элементами началь-
ной задачи. Применительно к диссипативной среде по-
казано, что vg(k) определяет скорость переноса энергии
поля, и эта скорость не превышает скорость света в
пустоте. Также получено выражение для скорости пе-
реноса энергии в случае, когда закон дисперсии задан в
виде k = k′(ω) + ik′′(ω), что соответствует граничной
задаче.

Ключевые слова: энергия поля, групповая скорость, диссипативная среда.
Для любой физической системы существует так называемый полный набор величин.

Это набор таких величин, задание которых в начальный момент времени однозначно
определяет эволюцию каждой из величин. Оперируя с полным набором величин, мы
можем сформулировать начальную задачу. Если же мы оперируем с меньшим числом
величин, не образующих полный набор, то “платой” за неполноту описания оказывается
необходимость обращения к предыстории. Именно так обстоит дело в рамках стандарт-
ного описания диэлектрика с временной (частотной) дисперсией, материальное уравне-
ние которого содержит интеграл по предыстории:

P(t) =

t∫
−∞

f(t− t′)E(t′)dt′. (1)
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Здесь и ниже диэлектрическая среда считается однородной, изотропной, немагнитной
(B = H) и не обладающей пространственной дисперсией. Стандартное описание (немаг-
нитной) среды оперирует с величинами {E,H,D} или, с учетом D ≡ E+ 4πP, – с вели-
чинами {E,H,P}. Последние полный набор не образуют – знание указанных величин в
начальный момент времени не позволяет определить их эволюцию (необходимо знание
предыстории). Использование нелокального по времени материального уравнения не
позволяет сформулировать начальную задачу.

Другим следствием неполноты стандартного описания является невозможность по-
лучения выражения для плотности энергии поля в диссипативной среде. Как было
отмечено в работе [2], информации, содержащейся в диэлектрической проницаемости
ε(ω) = 1 + 4πα(ω) (где диэлектрическая восприимчивость α(ω) – фурье-образ функции
f(t), фигурирующей в (1)), не достаточно для того, чтобы из работы, производимой
над средой, выделить часть, соответствующую тепловыделению (с тем, чтобы другую
часть работы назвать, по определению, энергией поля).

Материальное уравнение в форме (1) можно рассматривать как эмпирическое: f(t) –
это отклик на δ-функционное поле E. Будучи эмпирическим, оно обладает максималь-
ной общностью, но при этом недостаточно подробно.

При теоретическом же рассмотрении материальное уравнение возникает как уравне-
ние движения зарядов среды (сформулированное на языке электродинамических вели-
чин). Будучи уравнением движения, оно неизбежно оказывается локальным по времени
(не содержит интегралов по предыстории), что необходимо для формулировки началь-
ной задачи (а также для получения выражения для плотности энергии поля, см. ниже).

Для случая статики ранее было показано [3], что материальное уравнение имеет
смысл условия равновесия среды (относительно флуктуаций P) и для произвольно-

го диэлектрика (в отсутствие пространственной дисперсии) имеет вид E =
dV0(P)

dP
, где

V0(P) – объемная плотность свободной энергии бесконечной однородно-поляризованной
среды. Эта величина принимается (вместо материального уравнения) в качестве пер-
вичного элемента феноменологического описания среды и может задаваться степенным
разложением в духе теории Ландау.

В случае же динамики рассмотрение в общем виде невозможно и приходится привле-
кать модельные представления о среде. В работе [4] была рассмотрена модель неполяр-
ного диэлектрика, поляризация которого обусловлена смещением частиц лишь одного
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сорта. Его материальное уравнение выглядит так1: E =
dV0(P)

dP
+µP̈+λṖ; для линейной

среды, V0 = aP 2/2, оно принимает вид

µP̈ + λṖ + aP = E (2)

и с точностью до численных значений коэффициентов соответствует модели осцилля-
торов одного сорта.

Знание “истинного” материального уравнения (2) позволяет сформулировать на-
чальную задачу. Полный набор образуют величины {E,H,P, Ṗ}. Уравнения Максвелла
в отсутствие внешних зарядов и токов имеют вид

Ė = rotH− 4πṖ, Ḣ = −rotE (3)

(используется система единиц, в которой c = 1) и совместно с материальным уравне-
нием (2) определяют эволюцию каждой из указанных величин.

Знание локального по времени материального уравнения также позволяет получить
явное выражение для плотности энергии поля [4]: уравнения поля (3) совместно с (2)
приводят к уравнению непрерывности с ненулевой правой частью:

∂U

∂t
+ divS = −Q, (4)

U =
E2

8π
+
H2

8π
+ a

P 2

2
+ µ

Ṗ2

2
, S =

1

4π
[EH], Q = λṖ2. (5)

Величина Q (работа “сил трения” осцилляторов) определяет тепловыделение; соответ-
ственно, U имеет смысл плотности энергии поля2.

К электродинамике мы еще вернемся, а сейчас проведем чисто математическое рас-
смотрение начальной задачи. Пусть полный набор величин образуют n (вообще говоря,
комплексных) функций:

Ψ =


Ψ1

...
Ψn

 . (6)

Чтобы не перегружать изложение, будем считать, что все они зависят лишь от коор-
динаты x; получаемые результаты остаются в силе и при трехмерном рассмотрении.

1В такой форме материальное уравнение впервые было написано Гинзбургом [5, 6] применительно
к сегнетоэлектрику, для которого V0 = −aP 2/2 + bP 2/4.

2В то время как перенос энергии поля определяют уравнения электродинамики, перенос другой

(“тепловой”) части энергии определяет уравнение теплопроводности (с источником)
∂UT

∂t
+ divST = Q.
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Полнота набора означает, что ∂Ψ/∂t = L̂Ψ, где L̂ – оператор, не зависящий от време-
ни. Для линейной задачи L̂Ψ =

∫
L(x, x′)Ψ(x′)dx′. Считая задачу однородной по x и

добавив (для удобства) множитель −i, получим:

∂Ψ

∂t
= −i

∫
L(x− x′)Ψ(x′)dx′. (7)

В большинстве случаев, представляющих интерес, элементы матрицы L(x) пропорци-
ональны δ-функции или ее производным; при этом (7) принимает вид системы диффе-
ренциальных уравнений в частных производных.

Проведя в (7) преобразование Фурье по x, получим систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с постоянными коэффициентами (k фигурирует как параметр):

dΨk

dt
= −iLkΨk. (8)

После подстановки Ψk(t) = ue−iωt получаем систему алгебраических уравнений

(Lk − ω1)u = 0, (9)

где 1 – единичная матрица. Корни характеристического уравнения

det(Lk − ω1) = 0 (10)

определяют ветви спектра: ω = ωl(k), l = 1, . . . , n. После подстановки в (9) находятся
собственные векторы ul(k), которые будем считать нормированными условием u+l ul = 1

(по l нет суммирования), где индекс “+” означает эрмитово сопряжение. Мы ограни-
чимся рассмотрением случая, когда имеется ровно n линейно независимых собственных
векторов ul. Тогда матрицы-столбцы ul(k)e−iωl(k)t образуют фундаментальную систему

решений уравнения (8); его общее решение имеет вид Ψk(t) =
n∑

l=1

al(k)ul(k)e−iωl(k)t, где

функции al(k) определяются начальными условиями: Ψk(0) =
n∑

l=1

al(k)ul(k). После об-

ратного преобразования Фурье получается общее решение начальной задачи (7).
При анализе понятия групповой скорости всегда подразумевается, что пакет образу-

ет группа волн, отвечающих лишь одной ветви спектра ωl(k); в противном случае появ-
ляются “дрожания” (известные применительно к уравнению Дирака как Zitterbewegung
[7]). Опуская знак суммирования и индекс l, будем иметь:

Ψk(t) = a(k)u(k)e−iω(k)t, u+u = 1; (11)
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Ψ(x, t) =
1

2π

∫
a(k)u(k)ei[kx−ω(k)t]dk. (12)

Предварительно отметим известный случай, когда ω – вещественная функция k.
Будем считать пакет узким в k-пространстве, то есть a(k) заметно отлично от нуля
в малой окрестности k0. Под этим понимается возможность ограничиться линейным
приближением:

ω ≈ ω0 + vk, v ≡
(
dω

dk

)
k=k0

. (13)

После подстановки в (12) получаем:

Ψ(x, t) =
e−iω0t

2π

∫
a(k)u(k)eik(x−vt)dk = e−iω0tF (x− vt).

Отсюда видно, что волновой пакет с периодом T = 2π/ω0 восстанавливает свою фор-
му, оказываясь при этом поступательно сдвинутым на расстояние vT . Следовательно,
скорость пакета (называемая групповой) дается выражением (13).

Исторически существует два подхода к определению групповой скорости. Один из
них, кинематический, основан на анализе кинематики волнового движения, то есть на
анализе интеграла в (12). Другой же подход, “физический”, соответствует тому, что мы
интересуемся скоростью переноса какой-либо физической величины; принято говорить
об энергии. Для вещественного закона дисперсии оба подхода эквивалентны – ввиду
предполагаемой полноты набора Ψ (6) любая физическая величина есть функционал
Ψ, а значит, она переносится с той же скоростью, что и Ψ, то есть со скоростью v (13).
В случае же комплексного закона дисперсии строгого восстановления формы пакета
(периодически) не происходит, так что кинематический подход становится “размытым”
и теряет общность.

Предпочитая “физический” подход, будем интересоваться переносом физической ве-
личины, плотность которой дается выражением

ρ = Ψ+Ψ. (14)

Применительно к квантовой механике ρ пропорционально плотности вероятности, а в
случае электродинамики ρ будет иметь смысл плотности энергии поля.

Представим матрицу L(x) в виде

L(x) = M(x) + iN(x), (15)

M(x) ≡ L(x) + L+(−x)

2
, N(x) ≡ L(x)− L+(−x)

2i
; (16)
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M+(−x) = M(x), N+(−x) = N(x). (17)

Нам также понадобятся фурье-образы написанных формул:

Lk = Mk + iNk, (18)

Mk ≡
Lk + L+

k

2
, Nk ≡

Lk − L+
k

2i
; (19)

M+
k = Mk, N+

k = Nk. (20)

Формула (18) – это стандартное разложение матрицы в сумму эрмитова и антиэрми-
това слагаемых. Согласно (20) Mk и Nk – эрмитовые матрицы. Через них выражаются
вещественная и мнимая части ω. Помножив слева (9) на матрицу-строку u+, с учетом
условия нормировки (11) будем иметь ω = u+Lku. Подставим сюда (18) и ω = ω′ + iω′′;
отделив вещественную и мнимую части, получим:

ω′ = u+Mku, ω′′ = u+Nku. (21)

Помножим слева обе части (7) на матрицу-строку Ψ+. Прибавим к полученному
соотношению эрмитово сопряженное соотношение. С учетом (14) будем иметь:

∂ρ

∂t
= −i

∫
[Ψ+(x)L(x− x′)Ψ(x′)−Ψ+(x′)L+(x− x′)Ψ(x)]dx′.

Подставив сюда (15) и воспользовавшись (17), получим:

∂ρ

∂t
+
∂J

∂x
= −Q, (22)

где введены обозначения

∂J

∂x
≡ i

∫ [
Ψ+(x)M(x− x′)Ψ(x′)−Ψ+(x′)M(x′ − x)Ψ(x)

]
dx′, (23)

Q ≡ −
∫ [

Ψ+(x)N(x− x′)Ψ(x′) + Ψ+(x′)N(x′ − x)Ψ(x)
]
dx′. (24)

J имеет смысл плотности потока физической величины. Скорость ее переноса дается
выражением

v =
J

ρ
, (25)

а изменение ее полного значения определяет Q: интегрируя (22) с учетом (23), получа-

ем:
d

dt

∫
ρdx = −

∫
Qdx. Для диссипативной среды Q соответствует тепловыделению

(см. (4)).

51



Краткие сообщения по физике ФИАН номер 3, 2017 г.

Определение скорости пакета как целого в отсутствие строгого (периодического)
восстановления его формы – действие неоднозначное. Так, можно было бы групповую
скорость определить как скорость “центра пакета”, координата которого определяется
как среднее значение координаты: X ≡

∫
ζ(x)xdx, где ζ(x) – функция, задаваемая (по

аналогии с квантовой механикой) выражением

ζ(x) =
ρ∫
ρdx

; (26)

ζ(x) ≥ 0,

∫
ζ(x)dx = 1. (27)

Тогда для X получается выражение X =

∫
ρxdx∫
ρdx

, по форме идентичное определению

центра масс. Однако точка с координатой X не обладает реальным смыслом. Поэто-
му мы определим групповую скорость по-другому – как среднее значение реальной
скорости v(x), даваемой (25): vg ≡

∫
ζ(x)v(x)dx. Такое определение особенно тем, что

если |v(x)| ≤ 1, то автоматически и |vg| ≤ 1: с учетом (27) |vg| = |
∫
ζ(x)v(x)dx| ≤∫

ζ(x)|v(x)|dx ≤
∫
ζ(x)dx = 1. Подставив (25) и (26) в определение vg, получим:

vg =

∫
Jdx∫
ρdx

.

Преобразуем это выражение. Воспользовавшись тождеством
∫
Jdx = −

∫
x
∂J

∂x
dx и

проведя подстановки (14) и (23), будем иметь:

vg = −i
∫

Ψ+(x)[(x− x′)M(x− x′)]Ψ(x′)dxdx′∫
Ψ+(x)Ψ(x)dx

.

С учетом формул
∫

Ψ+(x)Φ(x)dx =
1

2π

∫
Ψ+

k Φkdk и [xM(x)]k = i
dMk

dk
имеем:

vg =

∫
Ψ+

k
dMk

dk
Ψkdk∫

Ψ+
k Ψkdk

.

Подставив сюда Ψk (11), получим:

vg =

∫
a∗(k)a(k)e2ω

′′(k)tu+(k)dMk

dk
u(k)dk∫

a∗(k)a(k)e2ω′′(k)tdk
.

Монохроматическому пределу соответствует бесконечно узкий в k-пространстве пакет;
подставляя a∗(k)a(k) ∝ δ(k − k0) и убирая в конечном выражении индекс “ноль”, окон-
чательно получаем:

vg(k) = u+(k)
dMk

dk
u(k). (28)
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С учетом первого из соотношений (21) эту формулу можно переписать в виде

vg(k) =
dω′

dk
−
[
du+

dk
Mku+ u+Mk

du

dk

]
. (29)

Отсюда видно, что групповая скорость определяется не только законом дисперсии ω(k),
но и другими элементами начальной задачи – в частности зависимостью u(k).

Отметим частный случай, когда матрица Lk (18) нормальная:

LkL
+
k = L+

k Lk. (30)

Это соотношение эквивалентно коммутативности эрмитовых матриц Mk и Nk, что, в
свою очередь, означает наличие у них общего ортонормированного базиса (являющегося
базисом и для Lk). Тогда из (9) вытекает Mku = ω′u; после эрмитова сопряжения с
учетом (20) имеем u+Mk = ω′u+. Благодаря этим двум соотношениям второе слагаемое

в (29) принимает вид −ω′d(u+u)

dk
и с учетом условия нормировки (11) обращается в

нуль. В итоге получаем:

vg(k) =
dω′

dk
. (31)

Такое выражение впервые было получено в работе Кузелева и Рухадзе [1] для слу-
чая, когда полный набор Ψ (6) образует одна комплексная функция (n = 1). Этому
отвечает отсутствие матриц и, следовательно, выполнимость коммутационного соотно-
шения (30), приводящего к выражению (31).

Как отмечалось, определение групповой скорости пакета – “дело субъективное”.
Объективным же является утверждение, относящееся к монохроматическому пределу:
для монохроматической волны

Ψ = au(k)eω
′′(k)tei[kx−ω

′(k)t] (32)

(a = const, u+u = 1) скорость v (25) дается выражением (28):

J

ρ
= u+(k)

dMk

dk
u(k). (33)

Для вещественной задачи (в (7) L(x) чисто мнимое) вместо (32) и (33) будем иметь:

Ψ = au(k)eω
′′(k)tei[kx−ω

′(k)t] + a∗u∗(k)eω
′′(k)te−i[kx−ω

′(k)t], (34)

〈J〉
〈ρ〉

= u+(k)
dMk

dk
u(k), (35)
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где угловые скобки означают усреднение по пространственному периоду.
Следует отметить, что при исследовании вопроса о скорости переноса энергии поля

обычно рассматривается не начальная, а стационарная задача. При этом (по смыслу)
частота ω – величина вещественная, а волновое число k, определяемое характеристи-
ческим уравнением (10), оказывается, вообще говоря, комплексным: k = k′(ω) + ik′′(ω);
такая ситуация свойственна граничной задаче.

Для монохроматической волны

Ψ = au(ω)e−k
′′(ω)xei[k

′(ω)x−ωt] (36)

(a = const, u+u = 1) (14) принимает вид ρ = a∗ae−2k
′′x. Считая (для определенности)

k′′ > 0, при x→ +∞ имеем Ψ→ 0, а значит и J → 0. Следовательно,

J(x) =

x∫
+∞

∂J(ξ)

∂ξ
dξ = −

+∞∫
−∞

∂J(ξ)

∂ξ
θ(ξ − x)dξ,

где θ(x) – ступенчатая функция Хевисайда, а
∂J(x)

∂x
дается (23). Этот интеграл легко

вычисляется, и после деления на ρ получаем:

J

ρ
= −iu+(ω)

[∫
xM(x)e−ik

′x sh(k′′x)

k′′x
dx

]
u(ω). (37)

Если элементы матрицы M(x) – сосредоточенные функции (пропорциональные δ-
функции и ее производным; в электродинамике – это случай отсутствия пространствен-

ной дисперсии), то величину
sh(k′′x)

k′′x
можно заменить ее значением при x = 0, то есть

единицей, после чего (37) принимает вид

J

ρ
= u+(ω)

(
dMk

dk

)
k=k′(ω)

u(ω). (38)

Для вещественной задачи вместо (36) и (38) будем иметь:

Ψ = au(ω)e−k
′′(ω)xei[k

′(ω)x−ωt] + a∗u∗(ω)e−k
′′(ω)xe−i[k

′(ω)x−ωt], (39)

〈J〉
〈ρ〉

= u+(ω)

(
dMk

dk

)
k=k′(ω)

u(ω), (40)

где угловые скобки означают усреднение по временному периоду.
Проиллюстрируем проделанное выше примером плоской волны, распространяющей-

ся в неполярном диэлектрике в направлении оси x; E и P считаются параллельными
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оси y, а H – оси z. Обозначив Ey ≡ E, Py ≡ P , Hz ≡ H и Ṗ ≡ G, перепишем уравнения
поля (3) и материальное уравнение (2):

Ė = −∂H
∂x
− 4πG, Ḣ = −∂E

∂x
, µĠ = E − aP − λG.

После введения обозначений

{E,H}√
8π

≡ {e, h},
√
a

2
P ≡ p,

√
µ

2
G ≡ g,

√
4π

µ
≡ Ω,

√
a

µ
≡ ω0,

λ

µ
≡ γ

будем иметь систему уравнений
ė = −∂h

∂x
− Ωg

ḣ = − ∂e
∂x

ṗ = ω0g

ġ = Ωe− ω0p− γg

, (41)

которая имеет вид (7) для полного набора величин {e, h, p, g}.
Роль величин ρ и J играют плотность энергии U и плотность потока энергии S,

даваемые (5):
ρ = U = e2 + h2 + p2 + g2, J = S = 2eh;

v (25) имеет смысл скорости переноса энергии поля и не превышает скорость света в
пустоте:

|v(x)| =
∣∣∣∣ 2eh

e2 + h2 + p2 + g2

∣∣∣∣ ≤ 2|e||h|
e2 + h2

≤ 1.

После преобразования фурье система (41) принимает вид (8):

d

dt


ek

hk

pk

gk

 = −i


0 k 0 −iΩ
k 0 0 0

0 0 0 iω0

iΩ 0 −iω0 −iγ




ek

hk

pk

gk

 .

Фигурирующая в правой части матрица – это Lk. Соответствующее ей характеристи-
ческое уравнение (10) выглядит так:

ω4 + iγω3 − (Ω2 + ω2
0 + k2)ω2 − iγk2ω + ω2

0k
2 = 0. (42)

Матрицы Mk и Nk, определяемые (19), имеют вид

Mk =


0 k 0 −iΩ
k 0 0 0

0 0 0 iω0

iΩ 0 −iω0 0

 , Nk =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −γ

 .
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Обратим внимание на то, что матрицы Mk и Nk не коммутируют, так что выра-
жение vg(k), даваемое (28) и являющееся правой частью соотношения (35), не может
быть заменено более простым выражением (31). Аналогичная ситуация имеет место и
в случае граничной задачи: правая часть (40) не приводится к более простому выра-

жению
[
dk′(ω)

dω

]−1
, однако именно эту величину в литературе [8, 9] применительно к

диссипативной среде называют групповой скоростью и неправомерно ассоциируют со
скоростью переноса энергии поля (напомним также, что ее модуль может превышать
скорость света в пустоте в области частот, соответствующей аномальной дисперсии).

Легко видеть, что матрица
dMk

dk
не зависит от k и имеет всего два отличных от

нуля элемента:
(
dMk

dk

)
12

=

(
dMk

dk

)
21

= 1. Соотношения (35) и (40), относящиеся к

начальной и граничной задачам соответственно, принимают внешне одинаковый вид:

〈S〉
〈U〉

= u∗1u2 + u1u
∗
2,

где ui (i = 1, . . . , 4) – компоненты матрицы-столбца u. Разными являются тип усредне-
ния (см. выше) и способ получения вектора u при решении системы (9): для начальной
задачи ω считается комплексной функцией вещественного k, а для граничной задачи
k считается комплексной функцией вещественного ω, что соответствует двум разным
типам решения одного и того же уравнения (42). С учетом условия нормировки (11)
модуль этой величины не превышает единицу (скорость света):∣∣∣∣ 〈S〉〈U〉

∣∣∣∣ ≤ 2|u1||u2| ≤ |u1|2 + |u2|2 ≤ |u1|2 + |u2|2 + |u3|2 + |u4|2 = 1.

Таким образом, для диссипативной среды с материальным уравнением (2) получено
выражение для скорости переноса энергии поля. Эта скорость не превышает скорость
света в пустоте во всем диапазоне частот (включая область аномальной дисперсии).
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