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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ СПЕКТРАЛЬНОЙ

ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЭНЕРГИИ РАВНОВЕСНОГО

ИЗЛУЧЕНИЯ В МАКСВЕЛЛОВСКОЙ ПЛАЗМЕ

ПРИ НИЗКИХ ЧАСТОТАХ

С.А. Маслов1,2, С.А. Тригер1,3, Н. Г. Гусейн-заде3

Исследована низкочастотная асимптотика спектраль-
ной плотности распределения равновесного излучения
в бесстолкновительной невырожденной электронной
плазме. Показано, что учет пространственной диспер-
сии в диэлектрической проницаемости электронного газа
приводит к логарифмической особенности в спектраль-
ной плотности распределения при малых частотах. При
этом полная энергия излучения остается конечной. Ре-
зультаты аналитического рассмотрения совпадают с
численным расчетом.

Ключевые слова: спектральная плотность распределения излучения, диэлектриче-
ская проницаемость.

Как известно, спектральное распределение энергии равновесного излучения, уста-
новленное М. Планком [1], привело к становлению квантовой теории. Распределение
Планка соответствует идеализированной модели абсолютно черного тела, рассматрива-
емой как полость, заполненная излучением и ограниченная абсолютно поглощающим
веществом. При этом предполагается, что излучение находится в термодинамическом
равновесии с веществом, хотя эффекты взаимодействия фотонов с ограничивающим
веществом не рассматриваются [2]. Практическая реализация распределения Планка,
как правило, связана с рассмотрением макроскопического тела, находящегося в тепло-
вом равновесии с окружающим его “черным” излучением [2]. В решении этой задачи,
имеющей непосредственное отношение к закону Кирхгофа, достигнуты большие успехи
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(см. подробнее [3–5] и цитированную там литературу). В то же время, вопросу о спек-
тральном распределении энергии излучения в самом веществе, находящемся в состоя-
нии равновесия, уделялось мало внимания (см. [6] и цитированную там литературу).
Решение этой задачи в основном ограничивалось анализом областей прозрачности при
малых импульсах фотонов. Такой подход представляется заведомо ограниченным, так
как из физических соображений ясно, что для установления термодинамического рав-
новесия излучения в веществе необходимо учитывать эффекты поглощения излучения.
Последовательному рассмотрению вопроса о влиянии поглощающей плазменной среды
на спектральное распределение энергии равновесного излучения в веществе посвяще-
ны недавние статьи [7–9]. В этих работах рассмотрение проводилось как для полно-
стью равновесной системы нерелятивистских заряженных частиц и фотонов [7, 8], так
и на основе обобщения более традиционного подхода, использующего флуктуационно-
диссипационную теорему [9]. Ниже, при вычислении асимптотического поведения спек-
тральной плотности излучения, мы будем базироваться на результатах работ [7, 8].

Спектральная плотность распределения энергии равновесного излучения при нали-
чии электронного газа в предположении α, Γ, η << 1 вычисляется как
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где Γ = e2n1/3/T – параметр кулоновского взаимодействия электронов, e, n, T – заряд,
концентрация и температура электронов соответственно, η = nΛ3, а Λ = ~

√
2π/mT –

длина волны де Бройля. Параметр α определяется выражением α = (Ry·η2/3)/(πmc2Γ2),
где m – масса электрона, c – скорость света, Ry – постоянная Ридберга.

Первый член в (1) отвечает спектральной плотности Планковского излучения, а
второй член описывает влияние заряженных частиц на спектральную плотность, вы-
ражающуюся через поперечную диэлектрическую проницаемость. Функции Φ(Y,W ) =

W 2Reεtr(Y,W ) и Ψ(Y,W ) = W 2Imεtr(Y,W ) в безразмерных переменных Y = kΛ/
√

4π,
W = ~ω/T , (k, ω – соответственно волновое число и частота) определяются
формулами [8]
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где 1G1(1, 3/2,−x2) – вырожденная гипергеометрическая функция Куммера [10]. Ис-
следуем поведение спектральной функции распределения энергии при частоте W → 0

в предположении
√
W << αΓη2/3 << 1. Из (1) видно, что
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Символ ∼= здесь и в дальнейшем означает асимптотику. Асимптотика Ψ(Y,W ) при
W → 0 имеет вид
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Рассмотрим асимптотическое поведение f(Y,W ) при различных Y .
1. Y << W . В этом случае W/2Y ± Y/2 → ∞. Из асимптотики 1G1(1, 3/2,−x2) ∼=
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2. Y ∼ W или W << Y ≤
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W . Из (4)–(5) находим верхнюю оценку f(Y,W ):
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√
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При 3
√
W << Y << 1 справедливо 2Y 2 >> Ψ(Y,W ) и формулу (8) можно упростить:
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4. Y ∼ 1 или Y >> 1. Поскольку 1G1(1, 3/2,−x2) ≤ 1 при всех x, для Φ(Y,W ) из
формулы (2) справедлива следующая оценка:

|Φ(Y,W )| ≤ W 2 + 2Γη2/3 + 2Γη2/3
(
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)
∼= 2Γη2/3Y 2 << 2Y 2, (10)

откуда |αΦ(Y,W )− 2Y 2| ∼= 2Y 2 >> Ψ(Y,W ), и f(Y,W ) удовлетворяет (9).
С целью дальнейшего исследования асимптотики (1) разложим интеграл в формуле

(4) в следующую сумму:
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где Z = Y 2/4, γ = 0.5772156649 . . . – постоянная Эйлера. Из (4), (11)–(14), следует, что
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На рис. 1 для примера представлены сравнительные графики спектральной функции
распределения (1) и ее асимптотики (15) при Γ = 0.01, η = 0.1. В этом случае произве-
дение αΓη2/3 ≈ 5.826871 ·10−5 << 1 и приW << (αΓη2/3)2 ≈ 3.395243 ·10−9 асимптотика
спектральной функции удовлетворяет (15).

Рис. 1: Графики функции F (W ) (сплошная линия) и ее асимптотического поведения
найденного аналитически (штриховая линия) при Γ = 0.01, η = 0.1. По горизонталь-
ной оси масштаб логарифмический, по вертикальной – линейный.

Таким образом, влияние плазменной среды принципиально меняет поведение спек-
тральной плотности излучения на малых частотах. Отметим, что наличие логарифми-
ческого роста спектральной плотности излучения при малых частотах не приводит к
расходимости полной энергии излучения, являющейся интегралом по частоте от спек-
тральной плотности излучения. Результаты работы могут быть применены как для
лабораторных условий, так и для астрофизических приложений, включая изучение мо-
делей ранней Вселенной.
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