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Для ультрарелятивистской плазмы как с трех
мерным, так и с одномерным больщяановским распре
делением приведено доказательство то го , что наи
больший декремент затухания электронных ленгмю-

2 2
ровских волн не превышает о )(тс  /жт) , а  минималь
ная фазовая скорость ее удовлетворяет условию

Свыше 20 лет  тоглу назад одним из авторов / I/  было указано, 
что в ультрарелятивистской плазме минимальная фазовая скорость 

'''’min электронных продольных волн отличается от скорости све
та с на величину ^  са^ , где  а  = тс^/хт « 1 .  При этом декре

мент зат^'хания продольных волн с такой досветовой фазовой 
скоростью согласно / I/  оказывается За црошедшие годы
интёрес к ультрарелятивистской плазме возрос. В то же врегля 
в литературе высказываются путаные утверадения об окрестнос
ти окончания спектра продольных электронных ленгмюровских волн 
в ультрарелятивистской плазме. Так, например, в работах /2,3/ 
утверадается, что указанных выше результатов в работе / I/  буд
то бы вовсе нет. Поглимо этого в работе /3/, в отличие от ре
зультатов работы / I/ , утверадается, что продольные волны до
статочно глалой длины сильно затухают. Утверадение о сильном 
затухании продольных волн в ультрарелятивистской больцмановс- 
кой плазме до работы /3/ делалось в работе /4/, где оно возникло 
и з -за  неточного решени! дисперсиогатого уравнения. С другой 
стороны, численное решение дисперсионного уравнения продольных 
волн, проведенное в работе /5/ для одномерь’ого больцмановского
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расцределения, а в работе /6/ для трехмерного случая, факти
чески подтвердило результат  работы / I/ , о котором авторы ра
бот /5/ и /6/ не знали и, возможно, поэтому соответствующих 
выводов не сделали. Заметим, что факт окончания дисперсионной 
кривой цродольных вот  без наличия сильного затухания был не
давно обнаружен для релятивистской плазмы со степенным законом 
распределения частиц по энергиям /7/. Ш ея в виду такую про
тиворечивость опубликованных утвервдений, ниже мы для оказав

шегося для исследователей наиболее орудным храктически важного 
случая ультрарелятивистской электронной плазмы с больцмановс- 
ким расцределением по скоростям приведем доказательство того , 
что j/o) и (с  -  по порядку величины не превышают

= (тс^/веТ) .̂
В основу нашего рассмотрения положим следующее выражение 

продольной даэлекорической постоянной /8/ электронной плазмы 
с трехмерйым больцмановским расцределением:

б(о),к> = 1 +
I

[а^к^а^К2(а )] "■"’ (кс/ш) j d yy^ [y  -  (uV^kc)] 
-1 ( I )

X e:^ф[- а(1 -  [ l  + о((1 -  + (а"^/2)(1 -  у^ )“ '] ,

где  ~ функция ГЛакцональда. Поскольку при
действительном к и комплексном ю мнимая часть а)б(а),к) со

гласно ( I ) ,  равна

(Imw) 1 + (а^к^а^К^Са))-^ j dy х

у^ехр [ -  д(1 -  <у( 1 j t l
-V 2  ̂ (Л

( у  -  (Reo)/kc)V ' ( Tmu)/kc)‘

TO благодаря положительности вырадешя в хсвадратных скобках 
молено утверждать, что при Ттш О диэлектрическая постоянная 
( I )  не обращается в ноль, а поэтому она не описывает каких-либо 
затухающих пл;дзменных колебаний (с р .  с /7 / ).
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Р н с . I .  Контур в комплексной плоскости и ! = укс

Функция е(со»к ) в комплексной плоскости ш имеет точки 
ветвления -  кс^ между которыми вдоль действительной оси прове
дён х>азрез /8/. Для описания зааухащ их колебаний необходимо 
использовать аналитическое цродолжение функции ( I )  в нижвкю 
полуплоскость ксжплекснохю переменного оо_(ср. с/ 9 / ), которое 
можно получить деформацией контура интегрирования (см . рис. I., 
на котором изображен соответствующий контур с ^ ) .  Используя для 
такого аналитического продолжения обозначение б>|(сА),к), можно 

утверадать, что

де(о),к) S 6.|(w ,k ) -  б(о),к) = i2 ?i[a ^ k ^ a ^ K 2 (a )] “*^(w A c)x

-  -  -

xexp [- а(1 - (6J + a o  - + (a^/2)x
X (1 -  (co/kc)^)” ”̂ ]

отлично от  нуля только в области комплексной плоскости ш, о г 
раниченной контурса* и отрезком действительной оси -  кс<(о<кс. 

Покахш , что в пределе

И -  («/ к с )^ 1 ^ а ^ (3 )

уравнение (о>,к) = О не имеет решений с 1шш ^ о .  Это отвечает 

отсутствию затухающих продольных волн в условиях вне указанных 
01раничений работы / I/ . В пределе (3 )  форцула (2 )  принимает ввд 
(цри учете  a^KgCol) »  2 ) :
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де(ш,к) = (iw/a^k^)(a>Ac-), (4)

а  старший член асимптотичэсиого разложения ( I )  имеет вид:

8(ш ,к ) = 1 + - 5 -5  [ i  + ( 2 Ес ^ ^  W V  н ] *  (5 )
а к

Это вьфаяение отвечает подученному в А , 8/ , а  после устранения 

опечатки и приведенному в /10/. Формула (5 )  отвечает разрезу  в 
плоскости комплексного переменного о) о т -  кс до к с . Последнее 
означает, что аргумент (arg и) подлогарифмического выражения

Со) -  кс)/(ш+ кс) = U = lule3cp(arg и) ( 6 )

меняется в  цределах от  до поскольку разрез в плоскости 
(О отвечает разрезу  в плоскости комплексного перетленного и 
от  -о о  до о вдоль действительной оси.

Формулы ( 4 ) ,  ( 5 ) ,  ( б )  позволяют показать, что уравнение 
е^ (со,к ) = 0 не имеет затухащ их (im u )< o ) ршений в условиях 
( 3 ) .  Для этого  достаточно показать, что lm (e .j(o ),k )/o )) i  О. Со

гласно (4 )  и (5 )  имеем

1т(б^(а ),к )/со) =

= (1 + 1/а^к^)(- 1тй))/|(д)|̂  + (тс/а^ск^)[1 + (arg и/2л)] ,
(7 )

Благодаря тому, что larg очеввдно, что цри im u xo  вы
ражение (7 )  не может обращаться в ноль. Тем савяым доказано от
сутствие затухаюЕцих продольных волн в ультрарелятивистской плаз
ме в условиях ( 3 ) .  Поэтому если и могут быть в yiDьтpapeлятивиcт- 
ской больцмановской плазме затухающие продольные волны, то они 
оказываются слабо затухающими и удовлетворяющими условиям

|С  -  V,minl^(1/2)col^j j( = IImu)l^a^lReo)l. (8)

Отметим, что в условиях с -  Неш/к^а^с декремент затухания ис

следовался в работах /11,3/.
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Наше рассмо1рение легко  может быть перенесено на интересный 
для астрофизических приложений /2/ случай одномерного больцма- 
новского распределения по скоростям, когда продольная диэлектри

ческая постоянная имеет вид (с р . с / 5 / ):

1
е(о),к) = 1 + [aV 2K ^(«)]-''a£c/<o) j dyy^d -

-'> • (9 )

х(у -  <д)/кс)“  ̂ ехр [  -  а (1  -  •

Преаде в се го , следуя работе /7/, замечаем, что поскольку со

гласно (9 )

Im (a )8 (w ,k )) = (Imo))
2

1 »  (а ^ А ь .С а ))- ' ' I ay

•(у  -  (Rea)/kc)) (Imu/kc) ,

( 10)

ТО благодаря положительности выражения в квадратных скобках 
можно утверждать, что при 1тш /  о функция u)e(o),k) о ,  и поэто
му в нижней полуплоскости о) снаружи от контура (рис. I )  
нет решений дисперсионного уравнения, отвечающих затухающим 

волнам.
Д алее, внутри контура при im o)<o имеем

де(ш.к) = е.(и>,к) - $(о),к) = 1?Ч«*>Ас?ежр[-а(1 - (<о/кс)У'’/̂ 3 ^
 ̂ a^k^R,(a).(1 -  («/кс)2)^/2

( I I )

Для то го , чтобы убедиться в отсутствии затухающих решений 
уравнения е^ (о ),к ) = о в условиях (3 )  запишем соответствующие 
асимптотические выражения. Очевидно, что в пределе (3) форлула 

( I I )  принимает вид (при учете ак^^а) ~

деСа),к ) гг Пт1(5[/а^к^) ^(i)/;(c) М ~ ^бо/кгЛ'“ ( 13)
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Для получения асимптотического выражения б (ш ,к ) цроведем в 
(9 )  интегрирование по частям, что дает ;

6 (0),к) = 1 -  [а^к^2оК^(«)]“  ̂ | dy(y -  (о)/кс))“^х
-1

X ехр

Отсвда уже очеввдно, что старший член асимптотического разложе

ния имеет вш

&(й>,к) = 1 — п -“2-------2 ^ *
<1) -  к с

(13 )

Сравнение вьфажений (1 2 ) и (13 ) показывает, что , ограничиваясь 
старшими членами разложения, можно опустить де(со,к ), а тем са
мым для доказательства отсутствия затухающих продольных волн в 
условиях (3 )  воспользоваться отличием от  нуля выражения (1 0 )/  
IToMiiMO этого  согласно (1 3 ) можно утверждать, что в области (3 )

«2  = с̂ к̂  + 0)2,

2 2 2
где o)q = 4зсе Nc /ает. Это выражение отвечает волнам с фазовой 
скоростью большей скорости света , для которых затухание невоз
можно. Поэтому и для электронной плазмы с одномерным больцма- 
новским распределением окончание спектра электронных ленгмю- 
ровских колебаний со стороны коротких волн удовлетворяет ус 
ловиям ( 8 ) ,  и , также как и в случае трехмерного больцмановско- 
го  распределения, не отвечает возникновению сильного затухания. 
Это свойство ультрарелятивистской плазмы является универсаль
ным, качественно отличащим свойства продольных волн от свойств 
волн в нерелятивистской максвелловской плазме /9 Д  Физическая 
сущность такого отличия была установлена в работе / I/  и связш1а 

с тем, что в ультрарелятивистской плазме мало число электро
нов со скоростями, заметно отличащимися от сксрости света.

Поступила в редшщиь 
20 июля 1981 г .
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