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Показано, что щишцш аддитивности существен­
но ограничивает произвол в выборе лагранжиана ддн 
заданных классических уравнений движения.

Хорошо известно, что цроцедура восстановления лагранжиана 
по заданным классическим уравнениям движения является  неодноэ^ 
начной В классической мстанике, где вся  информация о ^ з и -  
ческой системе содержится в  уравнениял движения, а  вариационное 
описание с помощью латранжавсжого аппарата есть  вопрос удобства 
шш традиции, эта  неоднозначность несущественна. Более того , ее 
можно использовать для обобщения вариационной формулировки ряда 
физических задач и при изучении скрытой симметрии уравнений дви­
жения / 2 , 4 / .  Однако цри квантовании данной классической системы 
понятия лахранжиава, гамильтониана действия ш ралт определяю­
щую роль и различный их выбор приводит к  разным квантовым сис­
темам, т . е .  к  разным наблюдаемым следствиям / 2 , 5 / .  Именно кван­
тование наделяет физическим смыслом эти величины.

В этой связи  возникает вопрос о критериях выбора одного, 
"правильного", лагранжиана из всех возможных лагранжианов для 
данной классической системы. Здесь мы покажем, что приниип ад­
дитивности, там, где он применим, может служить таким критерие!^*^.

О й., например, обзорные статьи  / 1 , 2 / ,  а  также MOHoipar- 
фию / 3 / .  В работе / 2 /  приводится обширная библиохрафия по этс»4у 
вопросу.

Отметим, что критерий аддитивности неоднократно затраги­
вался в  литературе ( с м .,  например, / 6 / ) .
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Рассмотрш  простой щ )ш ер -  две частицы с массами и nigf 
взалмодействущ ие между собой с  силой

) t  ̂ ~ »зс̂ “0 С 2 •
ч ,2

( I )
Системе ( I )  соответствует некоторый класс лагранжианов L {f}, 
удовлетворяющие уравнениям

Эь d h a h a^L
дх^ 9 t3 x j^  3 x jj3 ij^  ^ Эх^Эх^^

”  X j  “  X~«‘‘ ~  ( 2 )

Свойство аддитивности означает, что при выключении взаимо­
действия между частицами лагранжиан системы распадается на суищ  
лагранжианов свободного движения этих частиц

— Iiyj ("t,х^ ,х^ ) + Ct?,Х 2fX^^• (3)

Принцип аддитивности будет служить критерием отбора, если окажет­
с я , что лагранжианы и ве  являются произвольными представи­
телями класса  лагранжианов для свободного движения каждой из 
частиц. Докажем, что это действительно та к .

С этой целью найдем общее решение уравнений ( 2 ) .  В переменных 
X = х^ -  x g , у  = (т^х^ + + “г )  уравнения ( I )  и (2) при­
водятся к  виду

шх = f ( t , x , x )  пцт2
m = :-----~~

У = О + m2

f ( t , x , x )  = о ,
8х 8 t8 x  Эх8х 9у8х Эх

(4)

(5)

эь э^ь ^  у  -  ^  f ( t , x , x )  = о .
-• ^ ЭхЭу и  " ’ ’ - ,Эу 3 t3 y  Эх8у 9у8у

Дифференцируя уравнения (5). пс х и у  и вводя обозначения

Э^ь а = _8£l

8 i8 y ’
^ =

Эу‘

получим систетлу уравнений
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3t Эх 9y

8-J 9V ♦. ^ 9^ 4  ^ 6i) 1 4,/+. ^  •Ч n
S  * £  * * ̂  ̂  * M  S ■ °'

Э^Ъ _ Э^Ь . 1 Jf 1 9f - о 
8xaif 3y3i ^ “ 8x ~ *

(7 )

Дифференцщщ уравнения (5 ) ш  у и x  в  используя уравнения 
(7) и ( 6 ) ,  подучим

a ^ f  ^ 8 ^ f J  ^ ^  1
0t8x дхЭх Эх'* ^  m ^  S  ■ 2

8 f = О. (8)
I Эх) Эх

Так как второй сомножитель, вообще говоря, отличен от нуля, то

tf н - ^  = о .  (9)
3 i3 f

Отспла
I'(t,x,7,x,y) = A(t,x,y,x) + B (t,x,y,y).

Из уравнений (7) и (9 ) следует, что

A(t,x,y,x) = a^(t,x,x) + xb^(t,x,y) + c^(t,x,y),

B(t,x,y,y) = a2(t,y,y) + yb2(t,x,y) + C2(t,x,y),

p  = T .e . b ,  .  M b a u r i ,  ь  ,
Эу Эх  ̂ Эх 2 Эу

Тогда, отбрасывая полную производную имеем

L(t,x,y,x,y) = a^(t,x,x) + a2<t,y,y) + c(t,x ,y).  

Подставляя это выражение в  уравнения ( 5 ) ,  получаем 

c(t,x,y) = c^(t,x) + C2(t,y)
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я ,  окончательно,

b ( t , x ,y ,x ,y )  = b ^ ( t ,x ,x )  + 

где и удовлетворяют уравнениям

(10)

Эь^

8х Эьд± Зх8х
± - '1 1

aF~ “
-  f ( t , x , 4 )  = о,

( I I )

д %  .
-----7  у  = о .
ЭуЭу

aiig
Эу 3 t8 y

Таким образом, произвольный лах^анжиан для уравнений ( I )  или 
(4 ) представляет собой сумког произвольного дахтранжиайа относи­
тельного движения и щюизвольного лахравжиана свободного
движения центра масс Lg*

При выключении взаимодействия, f ( t , x , x ) —о ,  уравнения ( I )  
переходят в  уравнения свободного движения, а  лагранжиан (1D) -  
в  сумму щюизвольных лагранжианов свободного движения в перш ен- 
ш к  X и у

H f= o) = L ^ (t ,x ,4 )  + I ig ( t ,y ,^ ) .  (12)

Заметим, что лахранживны типа (12) принадлежат к  классу лагран­
жианов для системы ( I )  с f  = о , но не исчерпывают его , так как 
в  случае f  = о отсутствуют охраничения (8) и ( 9 ) .

Принтцш адцитивности (3 ) требует, чтобы выполнялось равенство

+ ^2 I » пц+mg | “т^+1П2

(13)

Из кл асса  лахранжианов для свободного движения лишь квадратичные 
ш  скоростям лагранжианы

i  = 1 ,2

удовлетворяют этому (^тнкщюнальному соотношению.
Тем самым мы показали на конкретном примере, что принцип 

аддитивности практически устраняет произвол в выборе лагранжиа­
нов для свободного движения и фиксирует предельную форму лахран-
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яиава д !й  взаошодайстатвщюс ч а с т щ . Подиученннй результат нетрудно 
обобщить на случай двикенвя со взаииодействием.

Данное рассмотрение неприменимо в  тех  случаях, во1д а  взаимо­
действие по тем Ехи иным причинам нельзя вывлвчвть.

Поступила в редакцшо 
19 октября 1979 г .
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