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АНИЗОТРОПИЯ ИЗОБАРИЧЕСКОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ

В ЧАСТИЧНО ИОНИЗОВАННОЙ ПЛАЗМЕ

В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Н.Е. Молевич1,2, С.Ю. Пичугин1, Д.С. Рящиков1,2

Получены линейные уравнения, описывающие динамику
малых возмущений в частично ионизованной тепловы-
деляющей плазме, находящейся во внешнем магнитном
поле с произвольным направлением вектора индукции. С
помощью этих уравнений выведено дисперсионное соот-
ношение для конденсационных мод и произведены расче-
ты их временных инкрементов в случае изобарической
неустойчивости при наличии анизотропии коэффициен-
та теплопроводности плазмы.
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Частично ионизованная плазма составляет основной компонент планетных ионо-
сфер, нижней солнечной атмосферы и протуберанцев, молекулярных облаков меж-
звездной среды. Дисбаланс процессов тепловыделения и охлаждения приводит к воз-
никновению в таких средах изобарической или изоэнтропической тепловых неустой-
чивостей [1–7]. Изобарическая неустойчивость отвечает за рост конденсаций в среде
(конденсационная мода). Как показано в [7], при исследовании тепловых неустойчи-
востей в межзвездном газе важно учитывать конечность частоты ионно-нейтральных
столкновений. При этом для слабоионизованных сред можно рассматривать конденса-
ции отдельно в ионной и нейтральной компонентах [7, 8]. Для тепловыделяющей плаз-
мы с достаточно большой степенью ионизации нельзя исследовать конденсационные
моды независимо в каждой из компонент – столкновения между ионами и нейтралами
приводят к “перемешиванию” этих мод [9]. Причем наличие внешнего магнитного поля
может приводить к анизотропии конденсационной неустойчивости, что объясняется за-
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висимостью параметров плазмы от направления вектора магнитной индукции. В [8, 9]
нами было исследовано влияние внешнего магнитного поля и частоты нейтрал-ионных
соударений на развитие конденсационной неустойчивости соответственно в слабоиони-
зованном газе и в плазме с произвольной степенью ионизации. При этом использо-
валась так называемая двухжидкостная модель магнитной газодинамики, в которой
плазма может быть представлена как смесь двух компонент – ионной и нейтральной,
причем ионная компонента объединяет электроны и ионы [10]. В [9] предполагалось,
что вектор индукции магнитного поля был перпендикулярен направлению, вдоль ко-
торого исследовались возмущения параметров плазмы. В настоящей работе с помощью
двухжидкостной модели исследуется неустойчивость конденсационных мод в частично
ионизованной тепловыделяющей плазме, находящейся в магнитном поле с произволь-
ным направлением вектора индукции.

Система магнитогазодинамических уравнений для двухжидкостной частично иони-
зованной плазмы с источниками тепловыделения выглядит следующим образом [7, 10]:

ρi

(
∂~Vi
∂t

+ ~Vi∇~Vi

)
= −∇Pi − ρnνn,i(~Vi − ~Vn)− 1

4π
~B × rot ~B,

∂ρi
∂t

+∇(ρi~Vi) = 0,
∂ ~B

∂t
= rot[~Vi × ~B], div ~B = 0,

CV∝iρi

(
∂Ti
∂t

+ ~Vi∇Ti
)
− kBTi

mi

(
∂ρi
∂t

+ ~Vi∇ρi
)

= −ρiWi(ρi, Ti) +∇(Ki∇Ti),

Pi =
kBTiρi
mi

; (1)

ρn

(
∂~Vn
∂t

+ ~Vn∇~Vn

)
= −∇Pn − ρnνn,i(~Vn − ~Vi),

∂ρn
∂t

+∇(ρn~Vn) = 0,

CV∝nρn

(
∂Tn
∂t

+ ~Vn∇Tn
)
− kBTn

mn

(
∂ρn
∂t

+ ~Vn∇ρn
)

= −ρnWn(ρn, Tn) +∇(Kn∇Tn),

Pn =
kBTnρn
mn

. (2)

В (1)–(2) переменные с индексом “i” – это параметры ионной компоненты, а переменные
с индексом “n” – параметры нейтральной компоненты, ρ, T , P – плотность, температура
и давление соответственно, ~V , ~B – вектора скорости и индукции магнитного поля, kB –
постоянная Больцмана, CV∝i, CV∝n – высокочастотные теплоёмкости при постоянном
объёме,mi,mn – средние молекулярные массы, νn,i – частота нейтрально-ионных столк-
новений, причем νn,i = Ωn,iρi(Ωn,i = 〈σv〉/(mi+mn) – константа скорости соударений на
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единицу массы, σ – сечение ионно-нейтральных столкновений, v – относительная ско-
рость между частицами ионной и нейтральной компоненты, Ki, Kn – коэффициенты
теплопроводности ионной и нейтральной компонент, Wi(ρi, Ti), Wn(ρn, Tn) – функции,
описывающие тепловые потери, при этом W (ρ, T ) = L(ρ, T ) − Q(ρ, T ), где Q(ρ, T ) –
удельная мощность нагрева, а L(ρ, T ) – удельная мощность охлаждения. При записи
уравнений (1)–(2) пренебрегалось влиянием диссипативных процессов, обусловленных
наличием вязкости и конечной проводимости, а также влиянием теплопередачи между
нейтральной и ионной компонентами.

Будем решать уравнения (1)–(2), используя методы теории возмущений. Предпола-
гаем, что в начальный момент среда не движется. Запишем следующие разложения:

ρi = ρi0 + ρ̃i, ρn = ρn0 + ρ̃n, ~Vi = ~̃V i, ~Vn = ~̃V n,

Ti = Ti0 + T̃i, Tn = Tn0 + T̃n, Pi = Pi0 + P̃i, Pn = Pn0 + P̃n, ~B = ~B0 + ~̃B, (3)

где ρ̃i,n/ρi0,n0 ∼ T̃i,n/Ti0,n0 ∼ P̃i,n/Pi0,n0 ∼ |~̃V i,n|/c∞i,∞n ∼ | ~̃B|/| ~B0| ∼ ε << 1, c∞i, c∞n –
высокочастотные скорости звука (см. ниже). В дальнейшем будем проводить исследо-
вания в декартовой системе координат x, y, z. При этом будем считать, что вектор
индукции стационарного внешнего магнитного поля находится в плоскости x, z (т.е.
~B0 = Bx0~x0 + Bz0~z0 = B0 sinα~x0 + B0 cosα~z0, где B0 – абсолютное значение вектора ~B0,
α – угол наклона между стационарным магнитным полем и осью z, ~x0, ~z0 – единичные
вектора. Далее будем рассматривать динамику возмущений только вдоль оси z. Таким
образом, зависимостями от x и y можно пренебречь (∂/∂x = ∂/∂y = 0). Также учтем,
что в стационарных условиях для обеих компонент отток энергии уравновешен прито-
ком тепла (т.е. Wi(ρi0, Ti0) = 0, Wn(ρn0, Tn0) = 0). Если теперь подставить выражения
(3) в уравнения (1)–(2) и ограничиться только членами первого порядка малости, то
можно получить следующие уравнения:

∂

∂t

(
∂2B̃x

∂t2
− c2

a cos2 α
∂2B̃x

∂z2
+ Ωn,iρ0

∂B̃x

∂t

)
− Ωn,iρi0c

2
a cos2 α

∂2B̃x

∂z2
=

=
B0 sinα

ρi0

(
∂3ρ̃i
∂t3

+ Ωn,iρ0
∂2ρ̃i
∂t2

)
, (4)
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−Ki0τi
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+
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ρn0
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где

c2
a =

B2
0

4πρi0
, c2
∞i = γ∞

kBTi0
mi

, c2
∞n = γ∞

kBTn0

mn

, c2
0i = γ0i

kBTi0
mi

, c2
0n = γ0n

kBTn0

mn

,

τi =
kBTi0
miQi0

, τn =
kBTn0

mnQn0

, γ∞ =
CP∞i
CV∞i

=
CP∞n
CV∞n

,

γ0i =
CP0i

CV 0i

, γ0n =
CP0n

CV 0n

,

CV 0i =
kBW0T i

mi

, CP0i =
kB(W0T i −W0ρi)

mi

,

CV 0n =
kBW0Tn

mn

, CP0n =
kB(W0Tn −W0ρn)

mn

,

W0T i =
Ti0
Qi0

(
∂Wi

∂Ti

)
0

, W0ρi =
ρi0
Qi0

(
∂Wi

∂ρi

)
0

,

W0Tn =
Tn0

Qn0

(
∂Wn

∂Tn

)
0

, W0ρn =
ρn0

Qn0

(
∂Wn

∂ρn

)
0

.

Здесь ρ0 = ρn0 + ρi0, CP∞i = CV∞i + kB/mi, CP∞n = CV∞n + kB/mn – высокочастот-
ные теплоёмкости при постоянном давлении, CV 0i, CP0i и CV 0n, CP0n – эффективные
низкочастотные теплоёмкости при постоянном объеме и давлении в тепловыделяющей
среде [5, 11]. Также введены обозначения для скоростей волн: c∞i, c∞n – высокочастот-
ные скорости звука, ca – скорость альфвеновских волн. Величины τi и τn – характерные
времена нагрева, при расчете которых считается Qi0 = Qi(ρ0i, T0i), Qn0 = Qn(ρ0n, T0n). В
(5)–(6) Kn0 = Kn(Tn0), Ki0 = KiP0 cos2 α+KiN0 sin2 α, KiP0 = KiP (Ti0), KiN0 = KiN(Ti0),
где KiP , KiN – коэффициенты теплопроводности ионной компоненты в направлении,
параллельном и перпендикулярном вектору магнитного поля соответственно.
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Решения уравнений (4)–(6), описывающие конденсационные моды, имеют вид:

B̃x = AB exp(nt+ ikz),

ρ̃i = Ai exp(nt+ ikz), ρ̃n = An exp(nt+ ikz), (7)

где n – временной декремент/инкремент, k – волновое число. Подстановка в (4)–(6)
выражений (7) позволяет получить следующее дисперсионное соотношение для кон-
денсационных мод в частично ионизованной тепловыделяющей плазме:

Di(n, k, α)Dn(n, k) = −nρn0Ωn,i

k2

{
ρi0
ρn0

Di(n, k, α) +

+

[
n2

k2
+ c2

a cos2 α

(
1− ρn0Ωn,i

n+ ρ0Ωn,i

)]
Dn(n, k)

}
+

+
ρn0Ωn,i

n+ ρ0Ωn,i

c2
a cos2 αDi(n, k, 0)

[
Dn(n, k) +

n

k2
ρi0Ωn,i

]
. (8)

Здесь:

Di(n, k, α) =
kBTi0
mi

CP0i + nτiCP∞i + k2Ki0τi
ρi0

CV 0i + nτiCV∞i + k2Ki0τi
ρi0

c2
a cos2 α + n2

k2

c2
a + n2

k2

+
n2

k2
,

Dn(n, k) =
kBTn0

mn

CP0n + nτnCP∞n + k2Kn0τn
ρn0

CV 0n + nτnCV∞n + k2Kn0τn
ρn0

+
n2

k2
.

При этом Di(n, k, α) = 0 и Dn(n, k) = 0 – это дисперсионные соотношения, описыва-
ющие конденсационные моды в полностью ионизованной (ρn0 = 0) тепловыделяющей
плазме, находящейся во внешнем магнитном поле, и в нейтральном (ρi0 = 0) тепло-
выделяющем газе, соответственно. Дисперсионное соотношение (8) для произвольной
степени ионизации с учетом угловой зависимости получено впервые.

Как показано в [9], в частично ионизованной плазме нельзя отдельно рассматривать
конденсационные моды ионной и нейтральной компонент. Действительно, при опре-
деленном значении волнового числа k = kj неустойчивость конденсационной моды c
временным инкрементом n = nj возникает в случае существования положительного
действительного корня nj уравнения (8) для k = kj. При этом, обе амплитуды Ai и An
в выражениях (7) будут отличны от нуля, а их отношение будет следующим:

Ai
An

=
ρi0
ρn0

+ k2
j

Dn(nj, kj)

njρn0Ωn,i

.

Как и в [9], мы будем называть конденсационные моды в частично ионизованной плазме
модифицированными ионными и нейтральными модами.
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Аналогично [7–9] нами были проведены расчеты зависимостей нормализованных
временных инкрементов конденсационных мод n∗ = n/(c∞nknρ) от величины нормализо-
ванного волнового числа k∗ = k/knρ, где knρ = mn(γ∞−1)(CV 0n−CP0n)/(kBc∞nτn). С этой
целью численно решалось уравнение (8) при различных k и выбирались действительные
корни, равные временным инкрементам n конденсационных мод в исследуемых услови-
ях. Расчеты проводились для следующих условий [7, 9]: γ∞ = 5/3, mi = mn/2, Ti0 = Tn0,
kiρ = mi(γ∞ − 1)(CV 0i − CP0i)/(kBc∞iτi) = knρ/2, CP0n = −CV 0n < 0, CP0i = −CV 0i < 0,
KiP0mi(γ∞ − 1)kiρ/(kBc∞iρi0) = Kn0mn(γ∞ − 1)knρ/(kBc∞nρn0) = 0.01 при значении нор-
мализованной суммарной частоты ионно-нейтральных и нейтрально-ионных столкно-
вений Ωn,i(ρn0 + ρi0)/(c∞nknρ) = 10 (полагалось, что ρ0 = const). В настоящей работе
предполагалось, что магнитное поле достаточно сильное, чтобы вызывать сильную ани-
зотропию коэффициента теплопроводности ионной компоненты: KiN0 = 0.01KiP0.

Рис. 1: Расчетные зависимости нормализованного инкремента конденсационных мод
частично ионизованной плазмы от нормализованного волнового числа при ca/c∞n = 1

для α = 0◦ (сплошные кривые), α = 45◦ (штриховые кривые) и α = 90◦ (штрихпунк-
тирные кривые) при χ = 0.2 (а) и χ = 0.8 (б).

На рис. 1 представлены полученные нами зависимости n∗ от k∗ при различных зна-
чениях степени ионизации плазмы χ = ρi0/ρ0: χ = 0.2 (рис. 1(а)) и χ = 0.8 (рис. 1(б))
для ca/c∞n = 1 при α = 0◦, α = 45◦ и α = 90◦. Верхние кривые на рис. 1 соответствуют
модифицированной нейтральной конденсационной моде, нижние кривые – модифици-
рованной ионной конденсационной моде. Как видно из рис. 1, с увеличением угла α
область неустойчивости (n > 0) модифицированной ионной моды увеличивается, что
обусловлено уменьшением коэффициента теплопроводности ионной компоненты Ki0 с
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ростом α. Временные инкременты модифицированной нейтральной моды при каждом
значении k в области неустойчивости уменьшаются с увеличением степени ионизации,
а соответствующие временные инкременты модифицированной ионной моды возраста-
ют. Зависимость временных инкрементов от направления магнитного поля не является
монотонной. Это связано с тем, что перпендикулярное магнитное поле, с одной сторо-
ны, максимально уменьшает инкремент, а с другой стороны, ионная теплопроводность
в этом направлении минимальна. С уменьшением угла влияние магнитного поля на
инкремент быстро уменьшается, в то время как ионная теплопроводность растет мед-
леннее. Поэтому, например, на рис. 1 максимальному инкременту модифицированной
ионной конденсационной моды соответствует α = 45◦.

Таким образом, в настоящей работе проведено исследование изобарической (кон-
денсационной) неустойчивости в частично ионизованной тепловыделяющей плазме, на-
ходящейся в магнитном поле с произвольной ориентацией. Были получены линейные
уравнения, описывающие тепловую неустойчивость в плазме с любой степенью иониза-
ции, и найдено дисперсионное соотношение для конденсационных мод. С использова-
нием данного соотношения проведены расчеты зависимостей временных инкрементов
конденсационных мод от волнового числа при различных значениях степени иониза-
ции плазмы и направления вектора индукции внешнего магнитного поля. Результаты
расчетов показывают наличие сильной анизотропии изобарической неустойчивости в
исследуемых случаях.

Работа частично поддержана Министерством образования и науки РФ в рамках го-
сударственных заданий ФИАН (проект 0023-2016-0002), вузам и научным организациям
в сфере научной деятельности (проект № 3.1158.2017/4.6).
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