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Äîêàçàíà íåçàâèñèìîñòü ñïåêòðà èîííî-çâóêîâîé òóðáó-
ëåíòíîñòè îò êîíñòàíòû ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ: ìîäó-
ëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà è åãî óãëà ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî èíòåíñèâíîñòü ôëóêòó-
àöèé N(k).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èîííî-çâóêîâàÿ òóðáóëåíòíîñòü, ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ.
Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè èîííî-çâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè ïðîðûâíûì ìîìåíòîì ÿâè-

ëîñü ïðèáëèæåíèå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ðàñïðåäåëåíèÿ òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé
N(k) êàê ôóíêöèè ìîäóëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà k è óãëà θk ìåæäó âîëíîâûì âåêòîðîì
è ñèëîé, ïðèâîäÿùåé ê èîííî-çâóêîâîé (ÈÇ) íåóñòîé÷èâîñòè (íàïðèìåð, eE, ãäå e �
ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ýëåêòðîíà, à E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ),

N(k) = N(k)Φ(cos θk). (1)

Â ðàáîòàõ [1, 2] ïîñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ ïðèíèìàëàñü ðàâíîé åäèíèöå. Äî ñèõ ïîð ýòî
ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íåäîóìåíèÿ. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ÈÇ
ïóëüñàöèé îò ïîñòîÿííîé ðàçäåëåíèÿ íå çàâèñèò. Ïðè ýòîì ìû îãðàíè÷èìñÿ ìîäåëüþ
Ñèëèíà�Óðþïèíà [2], îñòàâëÿÿ ÷èòàòåëþ âîçìîæíîñòü óáåäèòüñÿ â àíàëîãè÷íîì ðåçóëü-
òàòå äëÿ ìîäåëè Áû÷åíêîâà�Ñèëèíà�Óðþïèíà [1, 3].

Íàïîìíèì, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ ÈÇÒ áàçèðóåòñÿ íà óðàâíåíèè, îòâå÷àþùåì
ðàâåíñòâó íóëþ èíêðåìåíòà èîííî-çâóêîâûõ âîëí

Γ ≡ γe + γ1 + γ2 + γNL = 0 (2)

ñ ÷àñòîòíûì ñïåêòðîì
ω = ω(k) =

ωLkrDe

(1 + k2r2
De)

1/2
. (3)

Çäåñü k � ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà, rDe � äåáàåâñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíîâ, ω2
L = ω2

L1+ω2
L2,

ω2
Lα = (4πe2

αNα/mα)1/2 � ëåíãìþðîâñêàÿ ÷àñòîòà èîíîâ ñîðòà α, γNL � âêëàä â èíêðåìåíò
Ó÷ðåæäåíèå Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà ÐÀÍ, 119991,

Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïð-ò, 53.
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ýôôåêòà âûíóæäåííîãî ðàññåÿíèÿ âîëí íà èîíàõ, à γe, γ1 è γ2 � âêëàäû ñîîòâåòñòâåííî
ýëåêòðîíîâ, ïåðâîãî è âòîðîãî ñîðòà èîíîâ, îáóñëîâëåííûå èõ ÷åðåíêîâñêèì âçàèìîäåé-
ñòâèåì ñ âîëíàìè. Ïðè ýòîì â ïðåäïîëîæåíèè ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ðàñïðåäåëåíèå
òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé ïðèíèìàåòñÿ â âèäå

N(k) = NC(k)ΦC(cos θk), (4)

ãäå θ � óãîë ìåæäó âîëíîâûì âåêòîðîì k è íàïðàâëåíèåì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ E, ïðèâîäÿùåãî ê âîçíèêíîâåíèþ òîêà â ïëàçìå è ñîîòâåòñòâåííî ê èîííî-
çâóêîâîé íåóñòîé÷èâîñòè. Îòíîñèòåëüíî îáîçíà÷åíèÿ C � ÷óòü íèæå.

Ïðåæäå âñåãî óêàæåì, ÷òî

γNL = A
(π

8

)1/2 ω2
L

ωLe

(krDe)
2 × (1 + k2r2

De)
d

d(krDe)

[
(krDe)

4(1 + k2r2
De)NC(k)

]× φC(cos θk),

(5)
ãäå ωLe =

√
4πe2Ne/me � ýëåêòðîííàÿ ëåíãìþðîâñêàÿ ÷àñòîòà,

A =

(
e1

m1

− e2

m2

)2 (
2

π

)1/2
(ω2

L1r
4
D1 + ω2

L2r
4
D2)ωLe

ω6
Lr5

De(r
2
D1 + r2

D2)
2

, (6)

φC(x) =
1

2
[MC0 −MC2 − (MC0 − 3MC2)x

2 − 3(MC1 −MC3)x + (3MC1 − 5MC3)x
3], (7)

ãäå rDα � äåáàåâñêèé ðàäèóñ èîíîâ ñîðòà α, à

MCn =

1∫

0

dx · xnΦC(x). (8)

Äàëåå ñóììà γe + γ1 + γ2 äàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ
ýëåêòðîíîâ è äâóõ ñîðòîâ èîíîâ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

γe + γ1 + γ2 =
(π

8

)1/2 ω2
L

ωLe

krDe

[1 + k2r2
De]

[
2

π
cos θk

sin θk∫

0

dξ

(sin2 θk − ξ2)1/2
×

×
(

vE

vC2(
√

1− ξ2)
+

vC1(
√

1− ξ2)

vC2(
√

1− ξ2)
× 1 + δ

1− ξ2

)
− (1 + δ)

ω(k)

krDevs

]
. (9)

Çäåñü vs = ωLrDe � ñêîðîñòü èîííîãî çâóêà è

δ = δ1 + δ2, (10)
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δα =
Neω

2
Lαf0α(vs)

Nαω2
Lef0e(vs)

, (11)

à f0e è f0α � ìàêñâåëëîâñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ è èîíîâ ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïîìèìî ýòîãî

vE =

(
9π

8

)1/2
eE

meωLrDe

, (12)

vCn =
ωL

4π2r5
DeNemeωLe

λCnχCn(y), (13)

ãäå

λCn =

∞∫

kminrDe

dξ · ξ4(1 + ξ2)(n−5)/2NC

(
ξ

rDe

)
, (14)

χ
(y)
Cn =

y∫

0

dxΦC(x)xn

yn(x2 − y2)1/2
. (15)

Çàïèñàííûå âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò â ïðèáëèæåíèè, ïðåíåáðåãàþùåì îòëè÷èåì îò
åäèíèöû îòíîøåíèÿ (ω/krDevs), ñòîÿùåãî ïîñëå (1 + δ) â ôîðìóëå äëÿ γe + γ1 + γ2

(÷òî êà÷åñòâåííî óïðîùàåò ðàññìîòðåíèå) ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç óðàâíåíèÿ
Γ = 0:

A(krDe)(1 + k2r2
De)

5/2 d

d(krDe)
[(krDe)

4(1 + k2r2
De)NC(k)]+

+
1

φC(cos θk)
[(2/π) cos θk

sin θk∫

0

dξ

(sin2 θk − ξ2)1/2

(
3π5/2r4

DeeENeωLe

ω2
LλC2χC2(

√
1− ξ2)

+ (16)

+
λC1χC1(

√
1− ξ2)

λC2χC2(
√

1− ξ2)
× (1 + δ)

(1− ξ2)

)
− (1 + δ)] = 0.

Â ýòîì óðàâíåíèè ïåðâîå ñëàãàåìîå çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé k, à âòîðîå � òîëüêî
îò θk. Ïîýòîìó îáà îíè ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ïóñòü ïåðâîå ðàâíî −C, à âòîðîå +C.
Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ñëåäóþùèå äâà óðàâíåíèÿ

d

d(krDe)
[(krDe)

4(1 + k2r2
De)NC(k)] = − C

A(krDe)(1 + k2r2
De)

5/2
, (17)

sin θk∫

0

dξ

(sin2 θk − ξ2)1/2

(
3π5/2r4

DeeENeωL

ω2
LλC2χC2(

√
1− ξ2)

+
λC1χ1(

√
1− ξ2)

λ2χ2(
√

1− ξ2)
× (1 + δ)

1− ξ2

)
= (18)
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=
π

2

1

cos θk

[1 + δ + CφC(cos θk)].

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) èìååò ñëåäóþùèé âèä

NC(k) =
C

A
y(krDe), (19)

ãäå

y(x) =
1

x4(1 + x2)

[
ln

(√
1 + x2 + 1

x

)
− 1

(1 + x2)1/2
− 1

3(1 + x2)3/2

]
. (20)

Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ y(x) îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå èîííî-çâóêîâûõ ïóëüñàöèé
ïî ìîäóëþ âîëíîâîãî âåêòîðà, èëè, êàê ìîæíî ãîâîðèòü, ïî ÷àñòîòàì èîííî-çâóêîâûõ
âîëí. Òåïåðü èñïîëüçóåì ôóíêöèè

Φ(x) = ΦC(x)C, N(k) =
NC(k)

C
. (21)

Òîãäà èìååì
N(k) = NC(k)ΦC(cos θk) = N(k)Φ(cos θk). (22)

Èñïîëüçóÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ NC(k), ìîæåì òåïåðü çàïèñàòü (ïðè (e1/m1) 6=
(e2/m2)):

vn(z) = vN · λn · χn(z), (23)

ãäå
vN =

ω7
L(r2

D1 + r2
D2)

2

2(2π)3/2Nemeω2
Le(ω

2
L1r

4
De + ω2

L2r
2
D2)

× 1(
e1

m1

− e2

m2

)2 , (24)

λn =

∞∫

(kminrDe)

dξ · ξ4 · (1 + ξ2)(n−5)/2y(ξ), (25)

χn =
1

yn

y∫

0

dx · xn · Φ(x)

(x2 − y2)1/2
. (26)

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå

KN =
vE

vN

, (27)

íàçûâàåìîå â òåîðèè èîííî-çâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè òóðáóëåíòíûì ÷èñëîì Êíóäñåíà,
ìîæíî òåïåðü çàïèñàòü óðàâíåíèå (18) â âèäå

sin θk∫

0

dξ

(sin2 θk − ξ2)

(
KN

λ2χ2(
√

1− ξ2)
+

λ1χ1(
√

1− ξ2)

λ2χ2(
√

1− ξ2)
× (1 + δ)√

1− ξ2

)
= (28)
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=
π

2

1

cos θk

[1 + δ + φ(cos θk)],

ãäå λ1
∼= 0.543; λ2

∼= 0.556; φ(x) ïîäîáíî φC(x), íî â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåãî íå çàâèñèò
îò ïîñòîÿííîé ðàçäåëåíèÿ C:

φ(x) =
1

2
[M0 −M2 − (M0 − 3M2)x

2 − 3(M1 −M3)x + (3M1 − 5M3)x
2] (29)

è

Mn =

1∫

0

dx · xnΦ(x). (30)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (28), óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èîííî-çâóêîâûõ ïóëüñàöèé Φ(x)

íå çàâèñèò îò ïîñòîÿííîé ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ C, êàê íå çàâèñèò îò C è ïîëíîå
ðàñïðåäåëåíèå N(k).

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (28) âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì Àáåëÿ
x∫

0

dξu(ξ)√
x2 − ξ2

= f(x)

è åãî ðåøåíèåì â âèäå

u(x) =
2

π

d

dx

x∫

0

sf(s)ds√
x2 − s2

.

Ïðè ýòîì ïðèíèìàåì çà u(ξ) âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ëåâîé ÷àñòè (28), à f(x) �
ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (28). Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå äëÿ ôóíêöèè Φ(x):

KN

λ2χ2(cos θk)
+

λ1χ1(cos θk)

λ2χ2(cos θk)
× 1 + δ

cos θk

=
d

d(sin θk)

sin θk∫

0

sds√
sin2 θk − s2

× (31)

× 1√
1− s2

[
1 + δ + φ

(√
1− s2

)]
=

1

cos2 θk

[1 + δ + ϕ(cos θk)],

ãäå âîçíèêøàÿ ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà ôóíêöèÿ ϕ(x) èìååò âèä

ϕ(x) =
1

2

[
M0 −M2 − (M0 + 6M1 − 3M2 − 8M3)x

2 + (6M1 − 10M3)x
4+

+(M0 − 3M2)x
2(1− x2)1/2ln

(
1 + (1− x2)1/2

x

)]
. (32)
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîñëåäíåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (31), ïî-
ñëå óìíîæåíèÿ åãî íà χ2(cos θk) è cos2 θk, à òàêæå äåëåíèÿ íà (1 + δ), ïåðåïèøåì â âèäå

KNx2

λ2(1 + δ)
=

x∫

0

dt · t · Φ(t)

(x2 − t2)1/2

[
t

x2

(
1 +

ϕ(t)

1 + δ

)
− λ1

λ2

]
. (33)

Ýòî óðàâíåíèå ðåøåíî â ðàáîòå Â. Ï. Ñèëèíà è Ñ. À. Óðþïèíà [2] â ïðèáëèæåíèè
λ1 = λ2 = λ = 0.5.

Ïðè ýòîì â ïðåäåëå Kn ¿ λ(1 + δ)2 èìååì

Φ(x) =
4KN

3πλ(1 + δ)x

d

dx

x4

(1 + ε− x)1−α
, (34)

ãäå
α =

ln2

ln
[
3πλ(1 + δ)2ln2

2Kn

] ; ε =
2KN

3πλ(1 + δ)2ln2
ln3πλ(1 + δ)2ln2

2KN

. (35)

Ñîîòâåòñòâåííî â ïðåäåëå KN À λ(1 + δ)2 èìååì

Φ(x) =
2

π

(
KN

λ

)1/2
1

x2

d

dx

x∫

0

t5dt

ϕ̄(t)(x2 − t2)1/2
, (36)

ãäå èñïîëüçîâàíû ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ Mn = Mn

(
KN

λ

)1/2

è

M0 = 2.47; M1 = 1.84; M2 = 1.44; M3 = 1.17.

Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó

ϕ̄(t) = 0.51 + 0.08t2 − 0.33t4 − 0.92t2(1− t2)1/2ln
[
1 + (1− t2)1/2

t

]
. (37)

Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, êàê îáùåå ðàññìîòðåíèå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿåò
ñòàðûé íàø ðåçóëüòàò î ñïåêòðå èîííî-çâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè äëÿ ïëàçìû ñ äâóìÿ
ñîðòàìè èîíîâ, ïîëó÷åííûé â ðàáîòå [2]. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå ïîä-
òâåðæäàåò ïðàâîìåðíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ â [2] ïîñòîÿííîé ðàçäåëåíèÿ, ðàâíîé åäèíèöå.

Àâòîðû âûðàæàþò ïðèçíàòåëüíîñòü çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó ýòîé ðàáîòû â ðàì-
êàõ ïðîåêòà N 09�02�00674 ÐÔÔÈ è Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðå-
çèäèóìà ÐÀÍ N-30.
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