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Í.Ã. Ãóñåéí-çàäå1, Ä.Í. Êëî÷êîâ

Â äàííîé ðàáîòå àíàëèçèðóþòñÿ êîëåáàíèÿ è óñòîé÷è-
âîñòü ïëîñêèõ ñèììåòðè÷íûõ ïûëåâûõ êëàñòåðîâ â âèäå
ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà è ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà ñ ÷àñòèöåé â öåíòðå ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî îäíîðîä-
íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Áûëà ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü
ñòðóêòóð îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé. Äëÿ ýòî-
ãî áûëî ëèíåàðèçîâàíî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îòíîñèòåëü-
íî ìàëûõ âàðèàöèé êîîðäèíàò. Â ðåçóëüòàòå áûëî ïîëó-
÷åíî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå
÷åòâåðòîé ñòåïåíè), êîòîðîå èññëåäóåòñÿ ÷èñëåííî äëÿ
êîíêðåòíûõ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè.
Ñðàâíåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äëÿ 4-óãîëüíèêà è 3-
óãîëüíèêà ñ ÷àñòèöåé â öåíòðå, à òàêæå äëÿ 5-óãîëüíèêà
è 4-óãîëüíèêà ñ ÷àñòèöåé â öåíòðå, ïîêàçûâàåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå óñòîé÷èâû êîíôè-
ãóðàöèè áåç ÷àñòèöû â öåíòðå è íåóñòîé÷èâû êîíôèãó-
ðàöèè ñ ÷àñòèöåé â öåíòðå, è íàîáîðîò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïûëåâàÿ ïëàçìà, ñèììåòðè÷íûå ïëîñêèå êëàñòåðû, óñòîé÷èâîñòü,
ìàëûå êîëåáàíèÿ.

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ìíîãî óñèëèé êàê ýêñïåðèìåíòàòîðîâ, òàê è òåîðåòèêîâ íà-
ïðàâëåíû íà èçó÷åíèå ñòðóêòóð, îáðàçîâàííûõ ïûëåâûìè ÷àñòèöàì, è çàêîíîâ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè (ñì. íàïð., îáçîðû [1] è [2]). Â áîëüøèíñòâå ýêñïåðèìåíòîâ
êâàçèêðèñòàëëè÷åñêèå ñòðóêòóðû íàáëþäàþòñÿ âî âíåøíåì ïàðàáîëè÷åñêîì óäåðæè-
âàþùåì ïîòåíöèàëå. Â íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòàõ òàêæå íàáëþäàþò ïëîñêèå ïûëåâûå

Ó÷ðåæäåíèå Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê Èíñòèòóò îáùåé ôèçèêè èì. À.Ì. Ïðîõîðîâà ÐÀÍ, 119991
Ìîñêâà, óë. Âàâèëîâà, 38, Ðîññèÿ.
1 E-mail: namik@fpl.gpi.ru
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êëàñòåðû âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå (ñì., íàïð., [3, 4]). Â äàííîé ðàáîòå àíàëèçèðó-
þòñÿ êîëåáàíèÿ è óñòîé÷èâîñòü ñèììåòðè÷íûõ ïûëåâûõ êëàñòåðîâ â âèäå ïðàâèëüíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà è ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ ÷àñòèöåé â öåíòðå ïðè íàëè÷èè âíåø-
íåãî îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ñ ìàññàìè m è çàðÿäàìè q, âçàèìîäåé-
ñòâèå ìåæäó êîòîðûìè îïèñûâàåòñÿ ïàðíûì ïîòåíöèàëîì U(r). Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó äâóìÿ ÷àñòèöàìè ðàâíà

F = −∂U(r)

∂r
= −U ′(r)

r
r = f(r)r. (1)

Óäåðæàíèå âäîëü îñè 0z îñóùåñòâëÿåòñÿ âíåøíèì ïîòåíöèàëîì (ãðàâèòàöèîííûé
ïëþñ ýëåêòðè÷åñêèé). Êàê ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû [5, 6], â óçêîé îáëàñòè ëîêàëèçàöèè
êðèñòàëëà îí õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ôîðìîé Uz =

1

2
αmω2

0zz
2, ãäå

α � ïàðàáîëè÷åñêèé êîýôôèöèåíò. Âíåøíåå îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå B ñ÷èòàåòñÿ
íàïðàâëåííûì âäîëü îñè z.

Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ n-îé ÷àñòèöû çàïèøåòñÿ êàê

mr̈n =
q

c
ṙ⊥n ×B− αmω2

0zrzn − νṙ +
N∑

k=1
k 6=n

f(rnk)(rn − rk), (2)

ãäå n, k = 1 . . . N , rn = (xn, yn, zn), r⊥n = (xn, yn, 0), m � ìàññà ìàêðî÷àñòèöû, à ν �
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ÷àñòèöû ïðè åå äâèæåíèè îòíîñèòåëüíî ñðåäû.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè óäîáíî ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì

rn = (ρn; zn), (3)

ãäå ρn � êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ρn = xn + iyn, 1 ≤ n ≤ N .
Óðàâíåíèå äëÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò âèä:





ρ̈n + (iΩ + ν)ρ̇n = 1
m

N∑
k=1
k 6=n

f(rnk)(ρn − ρk),

z̈n + αω2
0zn + νżn = 1

m

N∑
k=1
k 6=n

f(rnk)(zn − zk),

(4)

ãäå rnk = |rn − rk|,Ω =
qB

mc
� öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà.

Èç ýêñïåðèìåíòîâ è ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èçâåñòíî, ÷òî íåáîëüøîå
÷èñëî ìàêðî÷àñòèö îáðàçóåò ïðàâèëüíûå êëàñòåðû � òðåóãîëüíèê, ÷åòûðåõóãîëüíèê,

11



Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ ïî ôèçèêå ÔÈÀÍ íîìåð 7, 2010 ã.

ïÿòèóãîëüíèê, øåñòèóãîëüíèê ñ ÷àñòèöåé â öåíòðå è òàê äàëåå. Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ÷àñòèöû ðàñïîëàãàþòñÿ â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî N -óãîëüíèêà. Â
íóëåâîì ïðèáëèæåíèè êîîðäèíàòû ÷àñòèö ðàâíû

ρn = ρ(0)
n = e(2πin/N) R e−iωt. (5)

Óñëîâèå áàëàíñà ñèë, îïðåäåëÿþùåå ðàâíîâåñíûé ðàçìåð êëàñòåðà, èìååò âèä

ω2 + (−Ω + iν)ω +
1

m
s1 = 0. (6)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ýòî âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò íîìåðà k, è âñå ÷àñòèöû äåé-
ñòâèòåëüíî âðàùàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé. Çäåñü, äëÿ òîãî ÷òîáû óïðîñòèòü âñòðå-
÷àþùèåñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñóìì, áûëî ââåäåíî ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

s1(l) = 2
N−1∑

k=1

f(rNk) sin2

(
πkl

N

)
(7)

÷èñòî âåùåñòâåííàÿ âåëè÷èíà; rNk = 2R sin

(
π

k

N

)
� ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ÷àñòè-

öàìè. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) äàåò äâå ÷àñòîòû:

ω =
1

2

(
Ω− iν ±

√
Ω2 − ν2 − 4

s1(1)

m
− 2iΩν

)
. (8)

Òàê êàê â ñèñòåìå èìååò ìåñòî äèññèïàöèÿ, òî óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ íåò. Òåì íå
ìåíåå, åñëè èíòåðâàë âðåìåíè íàáëþäåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ν∆t ¿ 1, ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü ðàäèóñ êëàñòåðà R ïîñòîÿííûì. ×àñòîòà âðàùåíèÿ êëàñòåðà â îáùåì ñëó÷àå
ïðè Ω2 À ν2 èìååò äâà çíà÷åíèÿ:

ω′ =
1

2

(
Ω±

√
Ω2 − 4

s1(1)

m

)
, (9)

à óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè
s1(1) 6 m

4
Ω2. (10)

Çíàê ðàâåíñòâà â óñëîâèè (10) ñîîòâåòñòâóåò îäíîé ÷àñòîòå âðàùåíèÿ ω′ =
1

2
Ω. Òàê

êàê ñóììà s1(1) çàâèñèò îò ðàäèóñà R êëàñòåðà, òî íåðàâåíñòâî (10), ïî ñóòè, ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèåì íà ðàçìåð ìíîãîóãîëüíèêà. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿæåíèåì, òî
ñóììà s1(1) îòðèöàòåëüíà, è ìû ïîëó÷àåì ñòàöèîíàðíîñòü íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè
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ëþáîì ðàäèóñå R. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå îòòàëêèâàþùåå, òî ñóììà s1(1) ïîëîæèòåëü-
íà. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàäèóñà R∗, ïðåâûøåíèå êîòîðîãî
R > R∗ äàåò ñòàöèîíàðíóþ êàðòèíó êëàñòåðà. Îòìåòèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì äàëüíî-
äåéñòâèÿ ñèë êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ R∗ âîçðàñòàåò. Òàê, ðÿä ïîòåíöèàëîâ: Äåáàé, Êóëîí,
âçàèìîäåéñòâèå ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì çàêîíîì äàþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êðèòè÷åñêèõ ðàäèóñîâ R∗ ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå (9) âûïîëíåíî, è ðàññìîòðèì óñòîé-
÷èâîñòü ìíîãîóãîëüíèêà îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé

rn + δrn = (ρn + δρn; δzn), (11)

ãäå δρn = δxn + iδyn.
Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (4) ïî ìàëûì îòêëîíåíèÿì îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ δzn è

δρn. Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ìàëûå êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè (X, Y ),
(ρn = ρ

(0)
n + δρn è |δρn| ¿ |ρ(0)

n |) èìååò âèä:

δρ̈n + (iΩ + ν)δρ̇n =
1

m

N∑

k=1
k 6=n

[
f(r

(0)
nk ) +

1

2
f ′(r(0)

nk )r
(0)
nk

]
(δρn − δρk)+

+
1

2m

N∑

k=1
k 6=n

f ′(r(0)
nk )

r
(0)
nk

(ρn − ρk)
2(δρn − δρk). (12)

×åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ïîëàãàÿ δρn = e(2πin/N) wn e−iωt, ïåðåïèøåì
óðàâíåíèå (12) îòíîñèòåëüíî wn:

ẅn +

[
i(Ω− 2ω) + ν

]
ẇn − [ω2 + (−Ω + iν)ω]wn−

− 1

m

N∑

k=1
k 6=n

[
f(r

(0)
nk ) +

1

2
f ′(r(0)

nk )r
(0)
nk

]
(wn − wk e2πi(k−n)/N)−

−R2

2m

N∑

k=1
k 6=n

f ′(r(0)
nk )

r
(0)
nk

(
1− e2πi(k−n)/N

)2
(wn − wk e2πi(k−n)/N) = 0. (13)

Ðåøåíèå äëÿ wn èùåì â âèäå ñóììû äâóõ ñîïðÿæåííûõ ãàðìîíèê [7] (õîðîøî èçâåñòíàÿ
â òåîðèè ìîëåêóëÿðíûõ ñïåêòðîâ ïîäñòàíîâêà):

wn = ue2πinl/N + ve−2πinl/N , (14)
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ãäå u, v � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè âðåìåíè, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ öèêëè÷íîñòè δrn = δrn+N

âñå êîëåáàíèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ öåëûì ÷èñëîì l, ëåæàùèì â ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà
1 6 l 6 N

2
. Ïîäñòàíîâêà (14) â óðàâíåíèå (13) ïðèâîäèò ê

ü + [i(Ω− 2ω) + ν]u̇ +
1

m
[s1(1)− s2(l + 1)]u +

1

m
s3(l − 1)v = 0,

v̈ + [−i(Ω− 2ω) + ν]v̇ +
1

m
[s1(1)− s2(l − 1)]v +

1

m
s3(l − 1)u = 0.

(15)

Çäåñü

s2(m) = 2
N−1∑

k=1

[
f(rNk) +

1

2
f ′(rNk)rNk

]
sin2

(
π

k

N
m

)
,

s3(m) =
N−1∑

k=1

f ′(rNk)rNk sin

(
π

k

N
m

)
sin

(
π

k

N
(m + 2)

)
.

(16)

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (15) èùåì â âèäå u, v ∼ e−iσt. Óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè
ðåøåíèÿ äàåò äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå:

σ4 + aσ3 + bσ2 + eσ + d = 0. (17)

Çäåñü

a = 2iν,

b = −
{

(Ω− 2ω)2 + ν2 +
1

m
[2s1(1)− s2(l − 1)− s2(l + 1)]

}
,

e =
Ω− 2ω

m
[s2(l + 1)− s2(l − 1)]− iν

m
[2s1(1)− s2(l − 1)− s2(l + 1)],

d =
1

m2

{
[s1(1)− s2(l − 1)][s1(1)− s2(l + 1)]− s2

3(l − 1)
}

.

(18)

Äëÿ êîëåáàíèé ïî îñè z (δzn = ReW (t) exp(iϕ0 ns)) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

Ẅ + iνẆ + (αs1(1)− s1l)W = 0. (19)

Èíòåðåñóÿñü âîïðîñàìè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû, ìû â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü
ν = 0.

Òîãäà êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ïî z (W ∼ exp−iσt) ïðèìåò âèä:

α ≥ sl/s1. (20)
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Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.
Ìîäà l = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãàì N -óãîëüíèêà êàê öåëîãî, ïðè êîòîðûõ îòñóòñòâóåò

åãî äåôîðìàöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå d = e = 0 è äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (17) ïðèíèìàåò
âèä: σ2(σ2 + b) = 0. ×àñòîòû óñòîé÷èâûõ êîëåáàíèé

σ1,2 = 0,

σ3,4 = ±
√

Ω2 − 2

m
[s1(1) + s2(1)]

(21)

èìåþò ìåñòî ïðè óñëîâèè
N−1∑

k=1

[
2f(rNk) +

1

2
f ′(rNk)rNk

]
sin2

(
π

k

N

)
6 m

4
Ω2. (22)

Åñëè 2f(r) +
1

2
f ′(r)r 6 f(r), òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (10) âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå

óñëîâèÿ (22). Ýòîìó óäîâëåòâîðÿþò âñå îòòàëêèâàþùèå ïîòåíöèàëû (f(r) > 0), ñïàäà-
þùèå ñ ðàññòîÿíèåì ïî çàêîíó

f(r) 4r−2 èëè U(r) 4 ln(r) (23)

èëè áûñòðåå, ò.å. âñå ïîòåíöèàëû, ñïàäàþùèå êàê ëîãàðèôìè÷åñêèé èëè áûñòðåå. Êðî-
ìå ýòîãî, ïîäáîðîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà
(22). ×àñòîòû σ1,2 îòâå÷àþò ïîñòóïàòåëüíîìó äâèæåíèþ, à ÷àñòîòû σ3,4 ñîîòâåòñòâóþò
êîëåáàòåëüíûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû.

Ìîäà l = 1 ñîîòâåòñòâóåò äåôîðìàöèÿì N -óãîëüíèêà, ïðè êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ åãî
ôîðìà. Â ýòîì ñëó÷àå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (17) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà êâàäðàòíûõ
óðàâíåíèÿ:

σ2 − (Ω− 2ω)σ − 1

m
[s1(1)− s2(2)] = 0,

σ2 + (Ω− 2ω)σ − s1(1)

m
= 0.

(24)

Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ:

σ =
1

2

[
Ω− 2ω ±

√
Ω2 − 4

m
s2(2)

]
. (25)

Äàííûå ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóþò âðàùàòåëüíûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû N -óãîëüíèêà êàê öå-
ëîãî. Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ìàëûõ âîçìóùåíèé � âñå ÷àñòîòû âåùåñòâåííû � èìååò âèä:

2
N−1∑

k=1

[
f(rNk) +

1

2
f ′(rNk)rNk

]
sin2

(
2π

k

N

)
6 m

4
Ω2. (26)
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Â óñëîâèÿõ f(r) +
1

2
f ′(r)r 6 0 íåðàâåíñòâî (26) áóäåò çàâåäîìî âûïîëíåíî ïðè ëþáîì

Ω. Ïîñëåäíåìó óäîâëåòâîðÿþò âñå îòòàëêèâàþùèå ïîòåíöèàëû (f(r) > 0), ñïàäàþùèå
ñ ðàññòîÿíèåì ïî çàêîíó (23) èëè áûñòðåå. Êðîìå ýòîãî, êàê è â ñëó÷àå ñ íåðàâåíñòâîì
(22), íåðàâåíñòâî (26) ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî ïîäáîðîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âòîðîå
óðàâíåíèå (24) äàåò ÷àñòîòû:

σ =
1

2
[±Ω− (Ω− 2ω)] . (27)

Äàííûå ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóþò ðàñòÿæåíèÿì è ñæàòèÿì N -óãîëüíèêà ïî ðàäèóñó, êîãäà
åãî ôîðìà íå äåôîðìèðóåòñÿ. Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì (10) è
îáñóæäåíî âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, âñå èçâåñòíûå îòòàëêèâàþùèå ïîòåíöèàëû: ëîãàðèôìè÷åñêèé ïîòåí-
öèàë âçàèìîäåéñòâèÿ íèòåé, êóëîíîâñêèé è äåáàåâñêèé ïîòåíöèàëû, äàþò óñòîé÷èâîñòü
íóëåâîé è ïåðâîé ìîä. Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ïðè N < 4 ñèñòåìà óñòîé÷èâà äëÿ
âñåõ îòòàëêèâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (23).

Ðàññìîòðèì òåïåðü óñòîé÷èâîñòü ìîä ñ l > 2. Âíà÷àëå îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå
ïðåäåëüíî ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê íàçûâàåìîì áðèëëþýíîâñêîì ïðåäåëå, êîãäà
Ω−2ω = 0 è Ω2 = 4s1(1)/m. Â ýòîì ñëó÷àå e = 0, è äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ
áèêâàäðàòíûì. Ðåøåíèå ïðèíèìàåò âèä:

σ2 =
1

2

[
−b±

√
b2 − 4d

]
. (28)

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè � âñå ÷àñòîòû ðåàëüíû � ïðèíèìàåò âèä:

0 < d <
b2

4
, b < 0. (29)

Óñëîâèå d < b2/4 âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà, òàê êàê ïðèâîäèò ê òîæäåñòâåííîìó íåðàâåíñòâó

−s2
3(l − 1) <

1

4
[s2(l + 1)− s2(l − 1)]2. (30)

Äâà äðóãèõ íåðàâåíñòâà äàþò

2s1(1)− s2(l + 1)− s2(l − 1) > 0, (31)

s2
3(l − 1) < [s1(1)− s2(l + 1)][s1(1)− s2(l − 1)]. (32)

Òàê êàê â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (32) ñòîèò ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, òî íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (31), (32) ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå s1(1) − s2(l ± 1) > 0.
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Ïîñëåäíåå óñëîâèå áóäåò çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè s1(1) > 0, s2(l± 1) 6 0 èëè f(r) > 0

f(r) +
1

2
f ′(r)r 6 0. Ïîñëåäíåìó óäîâëåòâîðÿþò âñå îòòàëêèâàþùèå ïîòåíöèàëû, ñïàäà-

þùèå ñ ðàññòîÿíèåì ïî çàêîíó (23) èëè áûñòðåå. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü
òîëüêî óñëîâèå (32).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êðèòåðèé (32) äëÿ ïîòåíöèàëà Äåáàÿ U(r) =
A

r
e−αr.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî 4-óãîëüíèê óñòîé÷èâ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà α.
Ìîäà l = 2 óñòîé÷èâà äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà ïðè óñëîâèè τ = 2Rα < 6.64, â ñëó÷àå 6-
óãîëüíèêà ïðè óñëîâèè τ < 4.17, 7-óãîëüíèêà ïðè óñëîâèè τ < 2.82, 8-óãîëüíèêà ïðè
óñëîâèè τ < 1.91, 9-óãîëüíèêà ïðè óñëîâèè τ < 1.16. Íà÷èíàÿ ñ N = 10, ìîäà l = 2 âñåãäà
íåóñòîé÷èâà. Ìîäû ñ l > 3 âñåãäà íåóñòîé÷èâû. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ìíîãîóãîëüíèêè ñ
N > 6 íåóñòîé÷èâû â áðèëëþýíîâñêîì ïðåäåëå.

Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (17) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîðíè
êóáè÷åñêîé ðåçîëüâåíòû:

ξ3 + 2bξ2 + (b2 − 4d)ξ − e2 = 0, (33)

êîòîðàÿ èìååò âåùåñòâåííûå êîðíè (k = 0, 1, 2)

ξk = −2

3

(
b + 3ρ cos

(
ϕ

3
+

2

3
πk

))
(34)

â óñëîâèÿõ:
D = −4d(b2 − 4d)2 + e2(b3 − 36bd) +

27

4
e4 6 0. (35)

Çäåñü

ρ =
1

3
sign

(
−b3 + 36bd− 27

2
e2

)√
b2 + 12d,

ϕ = arccos

[∣∣b3 − 36bd + 27
2
e2

∣∣
(b2 + 12d)3/2

]
.

(36)

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (35) âåäåò çà ñîáîé b2 + 12d > 0. ×àñòîòû σ óðàâíåíèÿ (17) áóäóò
âåùåñòâåííû ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ξk > 0 èëè

b + sign

(
−b3 + 36bd− 27

2
e2

)√
b2 + 12d cos

(
ϕ

3
+

2

3
πk

)
6 0. (37)

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà áóäåò b < 0 èëè

2s1(1) + s2(l − 1) + s2(l + 1) < mΩ2. (38)
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Ðèñ. 1: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè (âûäåëåíà øòðèõîâêîé) äëÿ ìîäû l = 2 ïÿòèóãîëüíèêà
â ñëó÷àå äåáàåâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè.

Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (35), (37) â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Íà ðèñ. 1 â êîîðäèíàòàõ τ -µ, ãäå µ = 8mR3Ω2/A, ïðåäñòàâëåíà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè
äëÿ ìîäû l = 2 ïÿòèóãîëüíèêà â ñëó÷àå äåáàåâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè.
Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè âûäåëåíà øòðèõîâêîé.

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ Ω →∞. Òîãäà b → −Ω2

è ϕ → 0. Íåðàâåíñòâî (37) â ýòîì ïðåäåëå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, ò.ê. äëÿ k = 0

äàåò (e/b)2 > 0, à äëÿ k = 1, 2 â ëåâîé ÷àñòè (37) ñòîèò îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî −1.5Ω2.
Äèñêðèìèíàíò D ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì 4 ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû Ω2. ×òîáû ïðè
Ω →∞ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (35) íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïðè ãëàâíîé ñòåïåíè
áûë îòðèöàòåëüíûì. Ýòî äàåò óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè:

2|s3(l − 1)| < |2s1(1)− s2(l − 1)− s2(l + 1)|. (39)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (39) ÿâëÿåòñÿ ìåíåå ñèëüíûì, ÷åì óñëîâèå (32). Â ýòîì ïðîÿâëÿ-
åòñÿ ñòàáèëèçèðóþùåå äåéñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïðè f(r) + 1
2
f ′(r)r 6 0 è f(r) > 0 ïîëó÷àåì s2(l ± 1) 6 0 è s1(1) > 0, ïîýòîìó

2s1(1)− s2(l − 1)− s2(l + 1) > 0, è íåðàâåíñòâî (39) âûïîëíåíî ïðè s3(l − 1) = 0. Ïóñòü
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Ðèñ. 2: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè (âûäåëåíà øòðèõîâêîé) äëÿ ìîäû l = 2 4-óãîëüíèêà ñ
÷àñòèöåé â öåíòðå äëÿ äåáàåâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ëèíèÿ îïðå-
äåëÿåò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ (48) (áðèëëþýíîâñêèé ïðåäåë).

s3(l − 1) > 0, òîãäà íåðàâåíñòâî (39) ïåðåõîäèò â
N−1∑

k=1

[f(rNk) + f ′(rNk)rNk] cos2

(
π

k

N

)
sin2

(
π

k

N
l

)
<

N−1∑

k=1

f(rNk) sin2

(
π

k

N

)
sin2

(
π

k

N
l

)
,

(40)
êîòîðîå ïðè f(r)+f ′(r)r 6 0 è f(r) > 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ l è N . Ïóñòü s3(l−1) < 0,
òîãäà íåðàâåíñòâî (39) ïåðåõîäèò â

N−1∑

k=1

f ′(rNk)rNk cos2

(
π

k

N
l

)
sin2

(
π

k

N

)
< −

N−1∑

k=1

f(rNk) sin2

(
π

k

N
l

)
cos

(
2π

k

N

)
, (41)

êîòîðîå òðåáóåò ïðîâåðêè äëÿ ðàçëè÷íûõ l è N . Äëÿ l = 0 ïîëó÷àåì s3(−1) > 0 äëÿ
âñåõ ïîòåíöèàëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ f ′(r)r < 0. Ïîýòîìó ìîäà l = 0 óñòîé-
÷èâà äëÿ âñåõ îòòàëêèâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ ñ f(r) +

1

2
f ′(r)r 6 0. Äëÿ l = 1 ïîëó÷àåì

s3(0) = 0, è íåðàâåíñòâî (39) òîæäåñòâåííî äëÿ âñåõ îòòàëêèâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ ñ
f(r) +

1

2
f ′(r)r 6 0.

Â ñëó÷àå l = 2, N = 4 óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (39) ïåðåõîäèò â

|f ′(R
√

2)−
√

2f ′(2R)| < |f ′(R
√

2) +
√

2f ′(2R)|. (42)

Â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ôóíêöèé f ′(r), íå ìåíÿþùèõ çíàêà.
Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò âñå ïîòåíöèàëû, ÿâëÿþùèåñÿ ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè
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Ðèñ. 3: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè (âûäåëåíà øòðèõîâêîé) äëÿ ìîäû l = 2 5-óãîëüíèêà ñ
÷àñòèöåé â öåíòðå äëÿ äåáàåâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ëèíèÿ îïðå-
äåëÿåò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ (48) (áðèëëþýíîâñêèé ïðåäåë).

áåç òî÷åê ïåðåãèáà. Òàêèì îáðàçîì, 4-óãîëüíèê óñòîé÷èâ â ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíû
f ′(R

√
2) è f ′(2R) èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé l = 2, N = 5. ×òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå s3(l−1) > 0, íåîáõîäè-
ìî âûïîëíåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî íåðàâåíñòâà f ′(r)− 2 cos(π/5)f ′(2r cos(π/5)) > 0. Äëÿ
ñòåïåííûõ ôóíêöèé f(r) = Crα ïðè óñëîâèÿõ f(r) + 1

2
f ′(r)r 6 0 è f(r) > 0 ïîñëåäíåå

íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì s3(l − 1) < 0. Óñëîâèå (41) ïðèíèìàåò âèä
[
f(rN1) + f ′(rN1)rN1 cos

2π

5

]
cos

2π

5
< 4

[
f(rN2)− f ′(rN2)rN2 cos

π

5

]
cos3 π

5
. (43)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ óáûâàþùèõ ôóíêöèé: f(r) > 0, f ′(r) < 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, 5-óãîëüíèê óñòîé÷èâ äëÿ âñåõ îòòàëêèâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ, ñïàäàþùèõ
ñ ðàññòîÿíèåì ïî çàêîíó (23) èëè áûñòðåå.

Ðàññìîòðèì l = 3, N = 6. Íåðàâåíñòâî s3(l − 1) < 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè
f ′(r) − √3f ′(

√
3r) < 0, êîòîðîå, íàïðèìåð, èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ ñòåïåííûõ ôóíêöèé

f(r) = Crα (C > 0). Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (41) ïðèíèìàåò âèä:

3
√

3

2
f ′(R

√
3) <

f(2R)− f(R)

R
. (44)

Äëÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé f(r) = Crα (C > 0) óñëîâèå (44) áóäåò âûïîëíåíî òîëüêî åñëè
−2.9673 < α < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå óáûâàþùèå îòòàëêèâàþùèå ñòåïåííûå ïîòåíöèà-
ëû U(r) = Arµ ñ µ < −0.967 äàþò íåóñòîé÷èâîñòü 6-óãîëüíèêà.
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Ðèñ. 4: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè (âûäåëåíà øòðèõîâêîé) äëÿ ìîäû l = 1 3-óãîëüíèêà ñ
÷àñòèöåé â öåíòðå äëÿ äåáàåâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ëèíèÿ îïðå-
äåëÿåò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ (48) (áðèëëþýíîâñêèé ïðåäåë).

×èñëåííûå ðàñ÷åòû óñëîâèÿ (39) äëÿ äåáàåâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïîêàçàëè, ÷òî
÷åòûðåõ- è ïÿòèóãîëüíèêè âñåãäà óñòîé÷èâû, à âñå ìîäû ñ l > 3 íåóñòîé÷èâû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, âñå ìíîãîóãîëüíèêè ñ N > 6 íåóñòîé÷èâû.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü íàïðÿìóþ ïðèìåíåíû òàêæå ê îòòàëêèâàþùå-
ïðèòÿãèâàþùèì ïîòåíöèàëàì âçàèìîäåéñòâèÿ, íàïðèìåð, òàêèì êàê Äåáàé ïëþñ Ëå-
ñàæ, åñëè â îáëàñòè 2R sin(π/N) 6 r 6 2R ïîñëåäíèå âåäóò ñåáÿ êàê ìîíîòîííî óáûâà-
þùèå ôóíêöèè. Â îáðàòíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü íåðàâåíñòâà (35), (37).

Ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîñòü N -óãîëüíèêà ñ ÷àñòèöåé â öåíòðå. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

ρ̈n + iΩρ̇n =
1

m

N∑

k=1
k 6=n

f(rnk)(ρn − ρk) +
1

m
f(rn0)(ρn − ρ0),

ρ̈0 + iΩρ̇0 =
1

m

N∑

k=1

f(rk0)(ρ0 − ρk).

(45)

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà ρn äàåòñÿ ôîðìóëîé (5), à ρ0 = ρ
(0)
0 = 0, ïîëó÷àåì

äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå:

ω2 − Ωω +
1

m
[s1(1) + f(R)] = 0. (46)
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Ðèñ. 5: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè (âûäåëåíà øòðèõîâêîé) äëÿ ìîäû l = 2 4-óãîëüíèêà
äëÿ äåáàåâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè.

Ðåøåíèå
ω =

1

2

(
Ω±

√
Ω2 − 4

m
[s1(1) + f(R)]

)
(47)

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ïðè óñëîâèè óñòîé÷èâîñòè

s1(1) + f(R) 6 mΩ2

4
. (48)

Åñëè f(R) > 0, òî óñëîâèå (48) íàêëàäûâàåò áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå íà âåëè÷èíó ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, ÷åì óñëîâèå (10).

Ïîëàãàÿ, ÷òî ìàëûå âîçìóùåíèÿ δρn = ρn − ρ
(0)
n , δρ0 = ρ0 îñòàâëÿþò íåèçìåííûìè

êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ñèñòåìû:

δρ0 = −
N∑

k=1

δρk, (49)

è ïîâòîðÿÿ âûøåïðèâåäåííûå âûêëàäêè, ïîëó÷àåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ìàëûõ êî-
ëåáàíèé (17), â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû óæå ðàâíû:

a = 0,

b = −Ω2+

+
1

m

[
2s1(1) + s2(l − 1) + s2(l + 1) + 2f(R) + [f(R) +

1

2
f ′(R)R][s4(l − 1) + s4(l + 1)]

]
,
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e =
Ω− 2ω

m

[
s2(l + 1)− s2(l − 1) + [f(R) +

1

2
f ′(R)R][s4(l + 1)− s4(l − 1)]

]
,

d =
1

m2

{
[s1(1)− s2(l − 1) + f(R) + [f(R) +

1

2
f ′(R)R]s4(l − 1)]×

×[s1(1)− s2(l + 1) + f(R) + [f(R) +
1

2
f ′(R)R]s4(l + 1)]−

−[s3(l − 1)− 1

2
f ′(R)Rs4(l − 1)][s3(l − 1)− 1

2
f ′(R)Rs4(l + 1)]

}
. (50)

Çäåñü

s4(m) = 1 +
N∑

k=1

ηkm =

{
1, 0 < |m| < N

N + 1, m = 0.
(51)

Äëÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (ïðåäåëüíûé ñëó÷àé α = 0) îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè
äëÿ êîíôèãóðàöèé ñ ÷àñòèöåé â öåíòðå ìåíüøå, ÷åì äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà áåç ÷àñòèöû.
Ðàññìîòðèì äåáàåâñêîå âçàèìîäåéñòâèå. Êîíôèãóðàöèÿ N + 1 óñòîé÷èâà â äèàïàçîíå
3 6 N 6 7. Ñðàâíåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äëÿ 4-óãîëüíèêà è 3-óãîëüíèêà ñ ÷àñòèöåé
â öåíòðå (ðèñ. 4, 5), à òàêæå äëÿ 5-óãîëüíèêà è 4-óãîëüíèêà ñ ÷àñòèöåé â öåíòðå (ðèñ. 1,
2) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå óñòîé÷èâû êîíôèãóðàöèè áåç
÷àñòèöû â öåíòðå è íåóñòîé÷èâû êîíôèãóðàöèè ñ ÷àñòèöåé â öåíòðå, è íàîáîðîò. Ýòî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíîê ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïûëåâûìè ÷àñòè-
öàìè â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ.

Äàííàÿ ðàáîòà áûëà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ �� 08-02-01172-à,
08-02-00791-à.
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