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Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðû ïëîñêîãî ðåçîíàòîðà ñ ïîñòî-
ÿííîé äëèíîé, ñîâåðøàþùåãî ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ,
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôðàêòàëüíûìè êðèâûìè òèïà äüÿâîëü-
ñêîé ëåñòíèöû. Â ñëó÷àå äëèíû ðåçîíàòîðà, ñîèçìåðèìîé
ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé, ñîáñòâåííûå ìîäû ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðîòêèõ èìïóëüñîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëåêòðîìàãíèòíûå êîëåáàíèÿ, äâèæóùèéñÿ ðåçîíàòîð.
Â íàñòîÿùåé çàìåòêå îáñóæäàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à. Èìååòñÿ ïëîñ-

êèé ðåçîíàòîð ñ èäåàëüíî îòðàæàþùèìè ñòåíêàìè, ðàñïîëîæåííûìè ïðè x = ξ(t) è
x = ξ(t) + L, ò.å. äëèíà ðåçîíàòîðà L íåèçìåííà, à ñàì ðåçîíàòîð äâèæåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåðàâíîìåðíûì îáðàçîì. ×òî áóäåò ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì
â òàêîì ðåçîíàòîðå? Â ÷àñòíîñòè, èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ ξ(t) ïåðèîäè÷íà ñ
íåêîòîðûì ïåðèîäîì T , ξ(t + T ) = ξ(t). Ïîäîáíûå çàäà÷è îáñóæäàþòñÿ äîâîëüíî äàâíî
(ñì. [1, 2] è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó), íî îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü ñëó÷àþ,
êîãäà îäíà èç ñòåíîê ðåçîíàòîðà íåïîäâèæíà, à âòîðàÿ îñöèëëèðóåò è, êðîìå òîãî, èñ-
ñëåäîâàëàñü âðåìåíí�àÿ ýâîëþöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ èëè ñêàëÿðíûõ ïîëåé. Çäåñü æå
îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ðåçîíàòîðà, äâèæóùåãîñÿ êàê öåëîå.

Âûáåðåì ïîëÿðèçàöèþ òàê, ÷òîáû áûëè îòëè÷íû îò íóëÿ êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêî-
ãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé Ey(x, t) è Bz(x, t). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
èìååò âèä ñóïåðïîçèöèè ïðîèçâîëüíûõ ïàêåòîâ, áåãóùèõ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ

Ey(x, t) = F ′(t− x) + G′(t + x), (1)
Bz(x, t) = −F ′(t− x) + G′(t + x).

Ñêîðîñòü ñâåòà ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå, à ïîëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå
ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé F (t) è G(t). Ðåøåíèå çàäà÷è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷-
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íûìè óñëîâèÿìè, â êà÷åñòâå êîòîðûõ íóæíî âçÿòü óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ íà ñòåíêå â å�å ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

Ey(ξ(t), t) + ξ′(t) Bz(ξ(t), t) = Ey(ξ(t) + L, t) + ξ′(t) Bz(ξ(t) + L, t) = 0. (2)

Ñòðîãî ãîâîðÿ, çàäà÷à èìååò ðåëÿòèâèñòñêèé õàðàêòåð, è, ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèÿ
(1, 2) çàïèñàíû â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñëåäîâàëî áû â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
(2) ó÷åñòü çàâèñèìîñòü äëèíû ðåçîíàòîðà L îò âðåìåíè. Òåì íå ìåíåå, çäåñü ìû ïðåíå-
áðåæåì ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîòîìó, ÷òî ó÷åò ëîðåíöåâà ñîêðàùå-
íèÿ íå ïðèâåäåò, ïî-âèäèìîìó, ê êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ ïîëó÷åííûõ íèæå ðåøåíèé.
Ìîæíî íàéòè è ìíîãî äðóãèõ îïðàâäàíèé äëÿ ìîäåëüíîãî óñëîâèÿ L = const. Ðåçî-
íàòîð òàêæå ñ÷èòàåòñÿ àáñîëþòíî æåñòêèì, è âñå âîçìîæíûå äåôîðìàöèè, âûçâàííûå
íåðàâíîìåðíûì äâèæåíèåì, èãíîðèðóþòñÿ. Â êàêîé ñòåïåíè ýòè óïðîùåíèÿ ìîãóò áûòü
ðåàëèçîâàíû íà ïðàêòèêå � âîïðîñ îòäåëüíûé.

Óäîáíî ñ÷èòàòü ôóíêöèè F (t) è G(t) êîìïëåêñíûìè, èìåÿ â âèäó, ÷òî ïðè âû÷èñëå-
íèè ïîëåé (1) íóæíî âçÿòü èõ äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.

Ïîäñòàâèì îáùåå ðåøåíèå (1) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) è ïðîèíòåãðèðóåì èõ ïî
âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâà ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé F (t) è G(t)

F (a(t)) + G(b(t)) = 0, (3)
F (a(t)− L) + G(b(t) + L) = 0, (4)

ãäå a(t) = t − ξ(t) è b(t) = t + ξ(t). Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåçîíàòîð äâè-
æåòñÿ ñ äîñâåòîâîé ñêîðîñòüþ (âîïðîñ î ñâåðõñâåòîâûõ çåðêàëàõ òðåáóåò îòäåëüíîãî
ðàññìîòðåíèÿ), ïîýòîìó |ξ′(t)| < 1, è ôóíêöèè a(t) è b(t) îáðàòèìû (a′(t) > 0, b′(t) > 0).
Îáîçíà÷èì îáðàòíûå ôóíêöèè êàê a(−1)(t) è b(−1)(t) è çàïèøåì ðåøåíèå óðàâíåíèå (3)
â âèäå

F (t) = K(a(−1)(t)), G(t) = −K(b(−1)(t)), (5)

ãäå K(t) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ, ñëåäóþùåìó èç
(4), K(a(−1)(a(t)−L)) = K(b(−1)(b(t) + L)). Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå

K(s(t)) = K(t), (6)
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ãäå ôóíêöèÿ s(t) îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåííûõ t1,2 èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (ñì.
ðèñ. 1)

a(t1) = t + L,

b(t2) = b(t1) + L, (7)
s = a(t2).

Ðèñ. 1: Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè s(t). Ñïëîøíûå ëèíèè � çàâèñèìîñòè ξ(t) è ξ(t) + L,
øòðèõîâûå ëèíèè � õàðàêòåðèñòèêè x = ±t.

Èç ñîîòíîøåíèé (7) è ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü s(t) òàêæå ìîíîòîííà è îáðà-
òèìà. Çíàÿ s(t), ìîæíî ëåãêî ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6), êîòîðîå âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç íåêîòîðóþ ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ (ñì., íàïð. [3]). Ìû íå áóäåì çäåñü
èññëåäîâàòü ðåøåíèå (6) äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè ξ(t), à ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïå-
ðèîäè÷åñêîì äâèæåíèè ðåçîíàòîðà. Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ξ(t) ïåðèîäè÷íà, òîãäà âû-
áîðîì ìàñøòàáà âðåìåíè âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ïåðèîä áûë ðàâåí åäèíèöå
ξ(t + 1) = ξ(t). Â êà÷åñòâå âàæíîãî ïàðàìåòðà ââåäåì ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü ñòåíîê
ðåçîíàòîðà ε = max |ξ′(t)|, ïðè÷åì, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äîñâåòîâûå ñêî-
ðîñòè ñòåíîê, 0 ≤ ε < 1. Äëÿ âñåõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è ãðàôèêîâ â äàëüíåéøåì
èñïîëüçóåòñÿ çàâèñèìîñòü

ξ(t) =
ε

2π
sin(2πt), (8)

ïðè ýòîì îáùèå ñîîòíîøåíèÿ ðàáîòàþò è ïðè ïðîèçâîëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè
ξ(t).
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Èç ñîîòíîøåíèé (7) â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ξ(t) âûòåêàåò î÷åâèäíîå ñâîéñòâî

s(t + 1, ε, L) = s(t, ε, L) + 1, (9)

ãäå â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ôóíêöèè s äîáàâëåíû àìïëèòóäà êîëåáàíèé è äëèíà ðåçî-
íàòîðà L, ÿâëÿþùàÿñÿ âòîðûì ïàðàìåòðîì çàäà÷è. Ôóíêöèè, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì
(9), íàçûâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè îêðóæíîñòè, è èõ îáùàÿ òåîðèÿ õîðîøî ðàçâèòà (íàïð.
[4]). Íàðÿäó ñ (9) èç (7) ñëåäóåò, ÷òî

s(t, 0, L) = t + 2L, (10)
s(t, ε, L + 1) = s(t, ε, L) + 2, (11)

s(t, ε, 0) = t. (12)

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé âèäíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî, åñëè äëèíà ðåçîíàòîðà â
òî÷íîñòè êðàòíà ïåðèîäó êîëåáàíèé (ýòîò ñëó÷àé â äàëüíåéøåì íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì
ðåçîíàíñîì), òî

s(t, ε, L) = t + 2L, L = 1, 2, . . . (13)

Õàðàêòåðíûé ïðèìåð ãðàôèêà ôóíêöèè s(t, ε, L), ïîñòðîåííûé äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ
îñöèëëÿöèé ðåçîíàòîðà (8), ïîêàçàí íà ðèñ. 2.

Ðåøåíèå (6) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, ââåäåì ñïåêòðàëüíûé ïàðà-
ìåòð ω (ïîêàçàòåëü Ôëîêå èëè êâàçèýíåðãèþ) òàê, ÷òîáû K(t + 1) = exp(iω)K(t). Ýòî
äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò ïðîèçâîë â âûáîðå ôóíêöèè K(t), è
ïàðàìåòð ω çàäàåò ñïåêòðàëüíóþ êëàññèôèêàöèþ çàäà÷è. Áóäåì òåïåðü èñêàòü ôóíê-
öèþ K(t) â âèäå K(t) = exp(2πimϕ(t)), ãäå m = ±1,±2 . . . , è ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôàçà
ϕ(t) óäîâëåòâîðÿëà ñèñòåìå óðàâíåíèé

ϕ(s(t, ε, L)) = ϕ(t) + 1, (14)
ϕ(t + 1) = ϕ(t) + ν, (15)

ãäå ω = 2πmν. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ν, ïðè
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (14), (15), è ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé ϕ(t). Åñëè ðåøåíèå
íàéäåíî, òî ìû ñðàçó æå ïîëó÷àåì öåëóþ ñåðèþ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (6) ïðè
m = 1, 2 . . . .
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Ðèñ. 2: Ôóíêöèÿ s(t) ïðè ε = 0.6, L = 0.61. Ïóíêòèðíûå ëîìàíûå ëèíèè � ïðÿìûå (1)
è îáðàòíûå (2) èòåðàöèè s(t). α(±) � êîðíè óðàâíåíèÿ s(t) = t + 1.

Ïîñìîòðèì, êàê ýòà ñõåìà ðàáîòàåò â ñëó÷àå íåïîäâèæíîãî ðåçîíàòîðà (ε = 0). Â
ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ s(t) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (10), ïðîñòåéøèì ðåøåíèåì (14), (15)
áóäåò ϕ(t) = νt, è ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè ν = 1/(2L). Èñïîëüçîâàâ (1) è (5), îòñþäà
ëåãêî ïîëó÷èòü çíàêîìîå âûðàæåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ðåçîíàòîðå Ez(x, t) ∝
sin(mπt/L) sin(mπx/L).

Ïîñêîëüêó ôîðìóëû (10) è (13) ñîâïàäàþò, òî÷íî òàêîå æå ðåøåíèå ìîæíî âûïèñàòü
è äëÿ îñíîâíîãî ðåçîíàíñà: ϕ(t) = νt, ν = 1/(2L), L = 1, 2, . . . . Îäíàêî ôóíêöèè a(t)

è b(t) òåïåðü íå ñâîäÿòñÿ ê ïðîñòîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, èì îáðàòíûå íåîáõîäèìî
èñêàòü ÷èñëåííî, è çàòåì, èñïîëüçóÿ (5, 1), âû÷èñëÿòü ïîëÿ ñîáñòâåííîé ìîäû îñíîâíîãî
ðåçîíàíñà. Ïðèìåð òàêîãî ïîñòðîåíèÿ ïîêàçàí äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè íà
ðèñ. 3.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé, êîãäà äëèíà ðåçîíàòîðà íå êðàòíà ïåðèîäó êî-
ëåáàíèé è ôóíêöèÿ s(t) íå ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòî-
ðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè, êîòîðûå çäåñü ôîðìóëèðóþòñÿ áåç
êàêèõ-ëèáî äîêàçàòåëüñòâ [4]. Îñíîâíóþ ðîëü â îáùåé òåîðèè èãðàåò èçó÷åíèå ïîñëå-
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Ðèñ. 3: Ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ äâóõ îñíîâíûõ ðåçîíàíñîâ â ðàçëè÷íûå
ìîìåíòû âðåìåíè ïðè ε = 0.5, m = 1. Ñïëîøíûå ëèíèè � t = 0, ïóíêòèðíûå � t = 0.25,
øòðèõïóíêèðíûå � t = 0.5.

äîâàòåëüíîñòè èòåðàöèé îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó t0 è
âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t1 = s(t0), t2 = s(t1), . . . Îáîçíà÷èì n-þ èòåðàöèþ êàê
tn = s(n)(t0). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ s(t) îáðàòèìà, ìîæíî îïðåäåëèòü îáðàòíûå èòåðàöèè
s(−n)(t0). Ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê tn õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì âðàùåíèÿ,
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê W = limn→∞(s(n)(t0)− t0)/n. ×èñëî âðàùåíèÿ çàâèñèò îò âè-
äà ôóíêöèè s(t), òî åñòü â äàííîì ñëó÷àå îò äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ε è L, íî íå
çàâèñèò îò òî÷êè t0. Âàæíîå äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé óòâåðæäåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì. Åñëè ÷èñëî âðàùåíèÿ ðàöèîíàëüíî W = P/Q, ãäå P è Q � íåñîèçìåðèìûå
öåëûå ÷èñëà, òî äðîáíûå ÷àñòè òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn} ïðè n →∞ ïåðèîäè÷åñêè
ïðèíèìàþò Q çíà÷åíèé α0, . . . αQ−1 (0 ≤ αi < 1), íàçûâàåìûõ Q-öèêëîì. Òî÷íåå ãîâîðÿ,
òàêèõ òî÷åê ìîæåò áûòü áîëüøå, íî äëèíà öèêëà êðàòíà Q. Åñëè æå ÷èñëî âðàùåíèÿ
èððàöèîíàëüíî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} àñèìïòîòè÷åñêè ïëîòíî çàïîëíÿåò åäèíè÷-
íûé îòðåçîê. Âñå ýòî ëåãêî ïîíÿòü, åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå îáìîòêó òîðà, à îòîáðàæåíèå
îêðóæíîñòè ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ïåðåñå÷åíèÿ îáìîòêè ñ îêðóæíîñòüþ ìàëîãî
ðàäèóñà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ε, L óðàâíåíèå

s(t, ε, L) = t + P, P = 1, 2 . . . (16)

èìååò ðåøåíèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ ξ(t) ìåíÿåòñÿ íå ñëèøêîì ýêçîòè÷åñêèì îáðàçîì, òî
òàêèõ ðåøåíèé íà åäèíè÷íîì îòðåçêå äîëæíî áûòü äâà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2 äëÿ
P = 1. Îáîçíà÷èì êîðíè (16) êàê α(±), ïðè÷åì s′(α(+)) > s′(α(−)). Èç ðèñóíêà âèäíî,
÷òî, åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî 0 ≤ t0 < 1, t0 6= α(+), òî äðîáíàÿ ÷àñòü èòåðàöèè
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ôóíêöèè s(t) (ëîìàíàÿ 1 íà ðèñ. 2) ñòðåìèòñÿ ê {s(n)(t0)} → α(−). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî âðàùåíèÿ W (ε, L) = P . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îáðàòíûå èòåðàöèè
ñõîäÿòñÿ ê {s(−n)(t0)} → α(+) (ëîìàíàÿ 2 íà ðèñ. 2) äëÿ ëþáûõ t0 6= α(−). Ïîäñòàâèì
òåïåðü êîðíè (16) â óðàâíåíèÿ (14), (15)

ϕ(s(α(±))) = ϕ(α(±)) + 1 = ϕ(α(±) + P ) = ϕ(α(±)) + Pν,

òî åñòü óðàâíåíèÿ (14, 15) ñîâìåñòíû, åñëè ν = 1/P = 1/W (ε, L).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (14) âèäíî, ÷òî {ϕ(t0)} = {ϕ(s(n)(t0))} → {ϕ(α(−))} ïðè n →∞

è t0 6= α(+), òî åñòü äðîáíàÿ ÷àñòü ôàçû � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ ñ ðàçðûâîì â
òî÷êå α(+). Òîãäà èç (15) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ðàçðûâà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ 1/P . Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îáðàòíûå èòåðàöèè, ëåãêî ïîëó÷èòü âòîðîå òàêîå æå
ðåøåíèå, íî ñ ðàçðûâîì â òî÷êå α(−). Òàêèì îáðàçîì, åñëè óðàâíåíèå (16) èìååò ðå-
øåíèå, òî ðåøåíèåì ñèñòåìû (14), (15) áóäóò äâå ôóíêöèè, êîòîðûå óñëîâíî ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

ϕ(t) =
1

P

∞∑
n=−∞

θ(t− α(±) − n), (17)

ãäå θ(t) � ñòóïåíüêà Õåâèñàéäà.

Ðèñ. 4: Ñîáñòâåííûå ìîäû ðåçîíàòîðà ïðè Q = 1, P = 1, ε = 0.5, L = 0.61.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5) ôàçà ôóíêöèé F (t) è G(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé
ôóíêöèåé ñ ðàçðûâàìè â òî÷êàõ a(α(±)± 1,±2 . . . , b(α(±)± 1,±2 . . . . Íàêîíåö, ýëåêòðî-
ìàãíèòíîå ïîëå ïîñòðîåííîé òàêèì îáðàçîì ñîáñòâåííîé ìîäû îïèñûâàåòñÿ ñóïåðïîçè-
öèåé δ-ôóíêöèé ðàçíîé ïîëÿðíîñòè, áåãóùèõ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ è ïåðåõîäÿùèõ
äðóã â äðóãà ïðè îòðàæåíèè îò ñòåíîê ðåçîíàòîðà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4. ×èñëî ýòèõ
èìïóëüñîâ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà ôàç, ïîïàäàþùèõ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè â èíòåðâàë ξ(t) < x < ξ(t) + L.

Íåîáõîäèìî òåïåðü âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ (16). Ýòî
îïðåäåëÿåòñÿ ÿâíûì âèäîì ôóíêöèè ξ(t). Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè s(t) (7) ëåãêî ïîëó-
÷èòü, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé ðåçîíàòîðà (8) êîðíè (16) ñóùåñòâóþò, åñëè

L =
P

2
, P = 2, 4, . . . (18)

P

2
− ε

π
≤ L ≤ P

2
+

ε

π
, P = 1, 3, 5 . . . (19)

Ñëó÷àé ÷åòíûõ P ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, è âûøå áûë íàçâàí îñíîâíûì ðåçîíàí-
ñîì.Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ðåøåíèå ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâî: ïðè íåáîëüøèõ èçìåíåíèÿõ
äëèíû L ãëàäêèå ðåøåíèÿ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 3, ðàçðóøàþòñÿ. Ðåøåíèÿ æå â âèäå îò-
äåëüíûõ èìïóëüñîâ ïðè íå÷åòíûõ P íàîáîðîò ÿâëÿþòñÿ ãðóáûìè è ñóùåñòâóþò â îïðå-
äåëåííîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ äëèíû L (19). Îáîçíà÷èì ýòîò èíòåðâàë êàê ∆1/P (ε).
Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïðè L ∈ ∆1/P (ε) ÷èñëî âðàùåíèÿ W (ε, L) è ïîêàçàòåëü Ôëîêå ν îò
äëèíû íå çàâèñÿò.

Åñëè äëèíà ðåçîíàòîðà ëåæèò âíå èíòåðâàëà ∆1/P (ε), ðåøåíèé (16) íå ñóùåñòâóåò,
è íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå èòåðàöèè s(t). Èññëåäîâàíèå â ýòîì ñëó÷àå
ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó óðàâíåíèÿ

s(Q)(t, ε, L) = t + P, Q = 1, 2 . . . , P = 1, 2 . . . , (20)

ïðè÷åì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íåñîèçìåðèìûå ÷èñëà Q è P . Èòåðàöèÿ s(Q) ïî-
ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè, íî ÷èñëî îñöèëëÿöèé íà åäèíè÷íîì
èíòåðâàëå óâåëè÷èâàåòñÿ. Â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ äëèíû L ∈ ∆Q/P (ε)

óðàâíåíèå (20) èìååò íà åäèíè÷íîì èíòåðâàëå ïî ìåíüøåé ìåðå 2Q êîðíåé. Îáîçíà÷èì
èõ êàê α

(±)
i (i = 0, . . . Q− 1). Òî÷íî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå Q = 1, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

÷èñëî âðàùåíèÿ W (ε, L) = P/Q, à ïîêàçàòåëü Ôëîêå ν = Q/P . Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14),
(15) òàêæå èìåþò âèä êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé âèäà (17), íî ÷èñëî òî÷åê ðàçðû-
âà ðàâíî èëè êðàòíî Q (ïðèìåð ïîêàçàí íà ðèñ. 5). Íàêîíåö, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
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ñîáñòâåííûõ ìîä ðåçîíàòîðà òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ,
áåãóùèõ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ è îòðàæàþùèõñÿ îò ñòåíîê ðåçîíàòîðà. Çàìå÷ó, ÷òî
ìîæíî áûëî áû ñðàçó èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â âèäå öåïî÷êè δ-îáðàçíûõ
èìïóëüñîâ ñ íåèçâåñòíûìè êîîðäèíàòàìè. Çàäà÷à ïîèñêà ýòèõ êîîðäèíàò ñâîäèòñÿ ê
óðàâíåíèþ (20).

Ðèñ. 5: Ïðèìåð ðåøåíèÿ (14), (15) ïðè Q/P = 7/6.

Ëþáîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè,
ïîýòîìó ïðè èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ âðàùåíèÿ ïîêàçàòåëü Ôëîêå ïî-ïðåæíåìó ðàâåí
ν = 1/W (ε, L). Ôàçà æå ϕ(t) ïðè ïîñòîÿííîì ïîêàçàòåëå Ôëîêå ñòðåìèòñÿ ê íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè ïðè Q,P → ∞, Q/P = ν � íà çàâèñèìîñòè òèïà ïîêàçàííîé íà ðèñ. 5
ïîÿâëÿåòñÿ âñå áîëüøå ñêà÷êîâ ñ óìåíüøàþùåéñÿ âåëè÷èíîé.

Òåïåðü íåîáõîäèìî íàéòè îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ε è L, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâó-
þò ðåøåíèÿ (20), òî åñòü èíòåðâàëû ∆Q/P (ε). Â ñèëó (11) ýòî äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ïðè
0 < L < 1. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ Q = 1 ((18), (19)) àíàëèòè÷åñêè íàéòè íóæíûå èí-
òåðâàëû íå óäàåòñÿ. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû óäîáíî ïðîâîäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà-
÷àëà ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (20) îòíîñèòåëüíî L è ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ L = λQ/P (t, ε). Ýòà
ôóíêöèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïðîäëåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòíîøåíèé (7) Q ðàç è äî-
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Ðèñ. 6: Ïðèìåð ôóíêöèè λQ/P (t, ε), Q/P = 4/5, ε = 0.5.

áàâëåíèåì óñëîâèÿ s(Q) = t + P . Ôóíêöèÿ λQ/P (t, ε) ïåðèîäè÷íà ïî t ñ ïåðèîäîì 1, å�å
îáëàñòü çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ èíòåðâàëîì ∆Q/P (ε), çíàÿ ýòó ôóíêöèþ, ëåãêî íàéòè âñå
ýëåìåíòû öèêëà α

(±)
i ïðè çàäàííîé äëèíå L (ðèñ. 6).

Ðàññ÷èòàâ òàêèì îáðàçîì èíòåðâàëû ∆Q/P (ε) äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà íåñîêðàòèìûõ
äðîáåé Q/P , ìîæíî ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ν îò äëèíû ðå-
çîíàòîðà. Ïðèìåð ïîêàçàí íà ðèñ. 7. Ýòà çàâèñèìîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîòîííóþ
íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïîñòîÿííà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, åñëè å�å çíà÷åíèå
ðàâíî ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó. Ïîäîáíûå ôðàêòàëüíûå êðèâûå îáû÷íî íàçûâàþò äüÿ-
âîëüñêîé ëåñòíèöåé, è â ôèçèêå îíè âñòðå÷àþòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî. Øèðèíó êàæäîé
ñòóïåíüêè (òî åñòü äëèíó èíòåðâàëà ∆Q/P (ε)) ìîæíî îöåíèòü êàê εQ, öåíòðû ñòóïå-
íåê ëåæàò ïðèìåðíî íà êðèâîé ν = 1/(2L). Ó ñòóïåíåê ñ ν = 1/(2n + 1) (n = 1, 2 . . . )
øèðèíà ìàêñèìàëüíà, ñòóïåíüêè ñ ν = 1/(2n) ñòÿãèâàþòñÿ â òî÷êó. Ñîáñòâåííûå ìîäû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàöèîíàëüíûì çíà÷åíèÿì ν, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð δ-îáðàçíûõ
èìïóëüñîâ (çà èñêëþ÷åíèåì ν = 1/(2n), ñì. ðèñ. 3), åñëè æå ÷èñëî ν èððàöèîíàëü-
íî, òî ñîáñòâåííûå ìîäû îïèñûâàþòñÿ ãëàäêèìè íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Îäíàêî
âû÷èñëèòü ãëàäêèå ñîáñòâåííûå ìîäû â íåêîòîðîì ñìûñëå íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó âñå
âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ êîíå÷íîé ðàçðÿäíîñòüþ, òî åñòü ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Äüÿâîëüñêàÿ ëåñòíèöà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëíîòîé κ(ε), êîòîðóþ â äàííîì ñëó÷àå
ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñóììàðíóþ äëèíó âñåõ ñòóïåíåê, ëåæàùèõ â èíòåðâàëå 0 ≤ L <
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Ðèñ. 7: Çàâèñèìîñòü ν îò L, ïîñòðîåííàÿ äëÿ âñåõ äðîáåé ñ Q,P ≤ 50, ε = 0.5. Ïóíê-
òèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ν = 1/(2L) äëÿ íåïîäâèæíîãî ðåçîíàòîðà. Íà
âñòàâêå èçîáðàæåíà îáëàñòü â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà 3/4.

1. Çàâèñèìîñòü κ(ε) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîòîííî ðàñòóùóþ ôóíêöèþ, ïðè÷åì κ(0) =

0. Äëÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïîñòðîåí ðèñ. 7, κ ≈ 0.354. Ïîñêîëüêó îïèñàííàÿ âûøå
ñõåìà âû÷èñëåíèé ïëîõî ðàáîòàåò ïðè ε → 1, âîïðîñ î ïîëíîòå äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöû
â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìå÷ó, ÷òî â äàííîé ðàáîòå äëèíà ðåçîíàòîðà ïðåäïîëàãàëàñü ïî-
ñòîÿííîé. Îòêàç îò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðèâîäèò ê ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòè L(t), â
ðåçóëüòàòå ôóíêöèþ s(t) íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü, íî îíà ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ îòîá-
ðàæåíèåì îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó çäåñü èñïîëüçîâàëèñü ãðóáûå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé
îêðóæíîñòè, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ó÷åò çàâèñèìîñòè äëèíû îò âðåìåíè êà÷åñòâåííûì
îáðàçîì íå ïîâëèÿåò íà îïèñàííóþ âûøå êàðòèíó.

Âñå âû÷èñëåíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíû ñ ïîìîùüþ ïàêåòà Wolfram
Mathematica 9.0.
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