
Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ ïî ôèçèêå ÔÈÀÍ íîìåð 2, 2015 ã.

ÓÄÊ 535.361

ÇÀÊÎÍÛ ÄÈÑÏÅÐÑÈÈ ÂÅÊÒÎÐÍÛÕ È ÑÊÀËßÐÍÛÕ
ÁÎÇÎÍÎÂ Â ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÛÕ ÑÐÅÄÀÕ

Â.Ñ. Ãîðåëèê

Óñòàíîâëåíû çàêîíû äèñïåðñèè âåêòîðíûõ, ñêàëÿðíûõ è
ïñåâäîñêàëÿðíûõ áîçîíîâ äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû ñ ó÷¼-
òîì èõ ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåìåíòàðíûìè
÷àñòèöàìè âàêóóìà: âåêòîðíûìè ôîòîíàìè, ñêàëÿðíû-
ìè ôîòîíàìè è àêñèîíàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáëàñòè ìà-
ëûõ çíà÷åíèé âîëíîâûõ âåêòîðîâ â äèýëåêòðè÷åñêèõ ñðå-
äàõ ôîðìèðóþòñÿ ãèáðèäíûå êâàçè÷àñòèöû: ïîëÿðèòî-
íû, õèäíîíû è àêñèíîíû. Óñòàíîâëåíû çàêîíû äèñïåð-
ñèè ãèáðèäíûõ êâàçè÷àñòèö âáëèçè öåíòðà çîíû Áðèë-
ëþýíà. Ïðåäñêàçàíî ïðîÿâëåíèå ãèáðèäíûõ êâàçè÷àñòèö â
ñïåêòðàõ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà ìîëåêóëàìè è êðè-
ñòàëëàìè. Ïîëó÷åííûå çàêîíû äèñïåðñèè ãèáðèäíûõ êâà-
çè÷àñòèö ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü óñëîâèÿ äëÿ íàáëþäå-
íèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ ñâåòà, ñîïðî-
âîæäàþùèõñÿ ãåíåðàöèåé ãèáðèäíûõ êâàçè÷àñòèö è ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ áîçîíîâ â âàêóóìå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôîòîí, áîçîí, ïîëÿðèòîí, àêñèîí, àêñèíîí, õèäíîí, êâàçè÷àñòèöà,
ñïåêòð, ãèáðèäèçàöèÿ, ãðóïïà ñèììåòðèè, äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü.

Ââåäåíèå. Â ñïåêòðàõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé ìàòåðèàëüíûõ ñðåä ïðîÿâëÿþòñÿ
ðàçëè÷íûå òèïû áîçîíîâ � êâàçè÷àñòèö, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ñòàòèñòèêå Áîçå�Ýéíøòåéíà
[1�3]. Â ÷àñòíîñòè, â äèýëåêòðè÷åñêèõ ìíîãîàòîìíûõ êðèñòàëëàõ ïðèñóòñòâóþò àêóñòè-
÷åñêèå è îïòè÷åñêèå ôîíîíû, ïîëÿðèòîíû, ýêñèòîíû, à òàêæå ñâÿçàííûå è ãèáðèäíûå
ñîñòîÿíèÿ êâàçè÷àñòèö [4�8]. Â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè áîçîíû ìàòåðèàëüíûõ ñðåä
íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì. Ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû ñðåäû ÷èñëî áîçîíîâ
óìåíüøàåòñÿ è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè òåìïåðàòóðå, áëèçêîé ê íóëþ (ïî Êåëüâèíó).
Â ðåàëüíûõ êðèñòàëëàõ, âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ àíãàðìîíèçìà, ïðîèñõîäÿò íåóïðóãèå ïðî-
öåññû ñ ó÷àñòèåì áîçîíîâ: ðàñïàä îäíîãî áîçîíà íà äâà äðóãèõ, íåóïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ

ÔÈÀÍ, 119991 Ðîññèÿ, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïð-ò, 53; e-mail: gorelik@sci.lebedev.ru.
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áîçîíîâ, ìíîãî÷àñòè÷íîå ðàññåÿíèå áîçîíîâ è ò.ä. Êàæäûé òèï áîçîíîâ â êðèñòàëëàõ
è ìîëåêóëàõ êëàññèôèöèðóåòñÿ îïðåäåë¼ííûì ïðåäñòàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóï-
ïû ñèììåòðèè ñðåäû [9, 10]. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíû òàê íàçûâàåìûå âåêòîðíûå áîçîíû,
êëàññèôèöèðóåìûå âåêòîðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû ñèììåòðèè.
Âî ìíîãèõ ìàòåðèàëüíûõ ñðåäàõ ïðèñóòñòâóþò ñêàëÿðíûå èëè ïñåâäîñêàëÿðíûå áîçî-
íû, êëàññèôèöèðóåìûå ñêàëÿðíûì (ïîëíîñèììåòðè÷íûì) ïðåäñòàâëåíèåì èëè ïðåä-
ñòàâëåíèåì ïñåâäîñêàëÿðà ñîîòâåòñòâåííî.

Â âàêóóìå òàêæå ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òèïû áîçîíîâ [11�13], íàèáîëåå èçâåñòíûì
ïðåäñòàâèòåëåì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôîòîíû. Ôîòîíû � âåêòîðíûå ÷àñòèöû, ò.å. êëàññè-
ôèöèðóþòñÿ âåêòîðíûì ïðåäñòàâëåíèåì îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû, ÿâëÿþùåéñÿ òî÷å÷íîé
ãðóïïîé ñèììåòðèè âàêóóìà. Ïðè ïðîíèêíîâåíèè ôîòîíîâ â äèýëåêòðè÷åñêóþ ñðåäó
ïðîèñõîäèò èõ ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîëÿðíûìè êîëåáàíèÿìè ìîëåêóë èëè
êðèñòàëëîâ. Â ðåçóëüòàòå ôîòîí-ôîíîííîé ãèáðèäèçàöèè ôîðìèðóþòñÿ �ñìåøàííûå�
êâàçè÷àñòèöû � ôîòîí-ôîíîíû, èçâåñòíûå òàêæå êàê ïîëÿðèòîíû [14�18].

Â ïîñëåäíèå ãîäû áûëî âûäâèíóòî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî â âàêóóìå ñóùåñòâóþò
ñêàëÿðíûå è ïñåâäîñêàëÿðíûå áîçîíû [19�21]. Â ÷àñòíîñòè, èìåþòñÿ âåñêèå àðãóìåíòû,
ïîëó÷åííûå èç àñòðîôèçè÷åñêèõ äàííûõ, î òîì, ÷òî â âàêóóìå ïðèñóòñòâóþò íèçêîýíåð-
ãåòè÷åñêèå ïñåâäîñêàëÿðíûå ÷àñòèöû, íàçâàííûå àêñèîíàìè [22�26]. Ìàññà ïîêîÿ àêñè-
îíîâ îòëè÷íà îò íóëÿ è íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå 10−3− 106 ýÂ. Ïðè âîçðàñòàíèè ýíåðãèè
àêñèîíîâ èõ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê ñêîðîñòè ñâåòà. Àêñèîíû êëàññèôèöè-
ðóþòñÿ ïñåâäîñêàëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì îðòîãîíàëüíîé òî÷å÷íîé ãðóïïû ñèììåòðèè.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì äîëæíî ïðîèñõîäèòü ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå àêñèîíîâ ñ
ïñåâäîñêàëÿðíûìè êâàçè÷àñòèöàìè ìàòåðèàëüíûõ ñðåä, ïðèâîäÿùåå ê ôîðìèðîâàíèþ
ñìåøàííûõ êâàçè÷àñòèö, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàçâàíû �àêñèíîíàìè�.

Íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå ñêàëÿðíûå áîçîíû â âàêóóìå òàêæå èìåþò î÷åíü ìàëóþ ìàñ-
ñó ïîêîÿ 10−3 − 106 ìýÂ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòèöû íàçûâàþò ïàðàôîòîíàìè, õèäí-
ôîòîíàìè èëè ñêàëÿðíûìè ôîòîíàìè. Àíàëîãàìè ïîëÿðèòîíîâ äëÿ ñêàëÿðíûõ ôîòî-
íîâ ÿâëÿþòñÿ êâàçè÷àñòèöû, âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ñêàëÿðíûõ ôîòîíîâ ñ ôîíîíàìè, êëàññèôèöèðóåìûìè åäèíè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè è
ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëíîñèììåòðè÷íûì ìîäàì ìàòåðèàëüíûõ ñðåä. Òàêèå ñìåøàííûå
êâàçè÷àñòèöû ìîãóò áûòü íàçâàíû �õèäíîíàìè�.

Â äàííîé ðàáîòå ñòàâèëàñü çàäà÷à óñòàíîâëåíèÿ çàêîíîâ äèñïåðñèè ðàçëè÷íûõ òèïîâ
ãèáðèäíûõ êâàçè÷àñòèö áîçå-òèïà, ïðèñóòñòâóþùèõ â ìàòåðèàëüíûõ ñðåäàõ â ðåçóëü-
òàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ôîòîíîâ, àêñèîíîâ è ïàðàôîòîíîâ ñ ôîíîíàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî
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òèïà ñèììåòðèè.
Çàêîí äèñïåðñèè ïîëÿðèòîíîâ â èçîòðîïíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå. Òåîðåòè÷åñêèé

àíàëèç è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ çàêîíîâ äèñïåðñèè ïîëÿðèòîíîâ â ðåàëüíûõ
êðèñòàëëàõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðîâîäèëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Â äàííîé ðàáîòå ìû
îñòàíîâèìñÿ íà âûâîäå çàêîíà äèñïåðñèè ïîëÿðèòîíîâ äëÿ èçîòðîïíîé äèýëåêòðè÷å-
ñêîé ñðåäû, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò ëèøü îäèí òèï ïîëÿðíûõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé ω0.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà îáú¼ì, çàíèìàåìûé ïîëÿðíûì (äèïîëüíî-àêòèâíûì)
îñöèëëÿòîðîì, ðàâåí V0. Â îáëàñòè ÷àñòîò, äàë¼êîé îò ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ω0, ïîêàçà-
òåëü ïðåëîìëåíèÿ òàêîé ñðåäû ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì n∞.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä:

rot ~E = −∂ ~B

∂t
; rot ~H =

∂ ~D

∂t
; ~D = ε0ε ~E = ε0

~E + ~P ; (1a)

div ~D = 0; div ~B = 0; ~B = µ0µ ~H = µ0
~H + µ0

~M. (1b)

Ñ ó÷¼òîì ýòèõ óðàâíåíèé ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ:

rotrot ~E − graddiv ~E = −µ0µ
∂

∂t
rot ~H = −µ0µε0ε

∂2 ~E

∂t2
. (2)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ E ïëîñêèõ ïîïåðå÷íûõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ
âîëí ïîëó÷àåì âîëíîâîå óðàâíåíèå:

(
52 − εµ

c2
0

∂2

∂t2

)
~E(~r, t) = 0; ~E(~r, t) = ~E0 exp(i~k~r − ωt). (3)

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ çàêîíà äèñïåðñèè ïîïåðå÷íûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â äèýëåê-
òðè÷åñêîé ñðåäå èìååò ìåñòî:

ω2 =
c2
0k

2

ε(ω)µ(ω)
; µ(ω) = 1; ω2 =

c2
0k

2

ε(ω)
. (4)

Çäåñü ε(ω) è µ(ω) � ñîîòâåòñòâóþùèå äèñïåðñèîííûå çàâèñèìîñòè äèýëåêòðè÷åñêîé è
ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè. Íà ïåðâîì ýòàïå íå áóäåì ó÷èòûâàòü âêëàä â äèýëåêòðè÷å-
ñêóþ ïðîíèöàåìîñòü âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ, à ïðîàíàëèçèðóåì äèýëåêòðè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ñðåäû ñ ó÷¼òîì ëèøü îäíîãî ïîëÿðíîãî êîëåáàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî îñöèëëÿöèÿì
èîíîâ. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïîëÿðíîãî êîëåáàíèÿ èìååò âèä:

~̈u = −ω2
0~u +

e
√

F

m
~E; ~u = ~u0 exp i(~k~r − ωt). (5)
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Çäåñü m � ìàññà îñöèëëÿòîðà, e � çàðÿä ïðîòîíà, F � êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé
ñèëó îñöèëëÿòîðà (F ∼ 1), u � âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ êîëåáëþùåéñÿ ÷àñòèöû îò ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Àìïëèòóäà îòêëîíåíèÿ ~u0 êîëåáëþùåéñÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (5) è ñ ó÷¼òîì (3) ïðèîáðåòàåò âèä:

~u0 =
e
√

F

m(ω2
0 − ω2)

~E0. (6)

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ àìïëèòóäû äèïîëüíîãî ìîìåíòà è âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè ïîëó÷àåì:

~p0 =
e2F

m(ω2
0 − ω2)

~E0; (7)

~P0 =
e2F

mV0(ω2
0 − ω2)

~E0. (8)

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

~̈P = −ω2
0
~P +

e2F

mV0

~E; ~P =
e
√

F~u

V0

~P0 exp i(~k~r − ωt). (9)

Ââîäÿ ïëàçìåííóþ ÷àñòîòó ωp, îò óðàâíåíèÿ (9) ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ:

~̈P = −ω2
0
~P + ω2

p
~E; ω2

p =
e2F

mV0

. (10)

Äëÿ èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

~D0 = ε0
~E0 + ~P0 = ε0

[
1 +

e2F

mV0(ω2
0 − ω2)

]
~E0 = ε0ε(ω) ~E0. (11)

Òàêèì îáðàçîì, äèýëåêòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

ε(ω) = 1 +
e2F

mV0(ω2
0 − ω2)

= 1 +
ω2

p

ω2
0 − ω2

=
ω2

l − ω2

ω2
0 − ω2

;

ω2
l = ω2

0 + ω2
p; ω2

p =
e2F

mV0

. (12)

Ó÷¼ò ýëåêòðîííîãî îñöèëëÿòîðà â ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå V0 ïðèâîäèò [15, 16] ê ôàêòî-
ðèçàöèè äèýëåêòðè÷åñêîé ôóíêöèè â âèäå:

ε(ω) = ε∞
ω2

l − ω2

ω2
0 − ω2

; ε∞ = n2
∞. (13)

Ñîîòâåòñòâåííî çàêîí äèñïåðñèè äëÿ ïîëÿðèòîíîâ â ðàññìàòðèâàåìîé äèýëåêòðè÷åñêîé
ñðåäå ñ ó÷¼òîì ýëåêòðîííîãî îñöèëëÿòîðà ïðèíèìàåò âèä:

ω2 =
c2
0k

2

ε(ω)µ(ω)
=

c2
0k

2(ω2
0 − ω2)

ε∞(ω2
l − ω2)

=
c2k2(ω2

0 − ω2)

(ω2
l − ω2)

;
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µ(ω) = 1; c2 =
c2
0

ε∞
. (14)

Îò óðàâíåíèÿ (14) ïðèõîäèì ê áèêâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

ω4 − ω2(ω2
l + c2k2) + ω2

0c
2k2 = 0. (15)

Òî÷íîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàäà¼ò äâå ïîëÿðèòîííûå âåòâè:

ω2
± =

(ω2
l + c2k2)

2

(
1±

√
1− 4ω2

0c
2k2

(ω2
l + c2k2)2

)
. (16)

Â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé âîëíîâîãî âåêòîðà îò (16) ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì:

ω2
+ ' ω2

l + c2

(
1− ω2

0

ω2
l

)
k2; c2 =

c2
0

ε∞
; (17a)

ω2
− '

c2
0ω

2
0

ε∞ω2
l

k2. (17b)

Ïîêàæåì, ÷òî çàêîí äèñïåðñèè ïîëÿðèòîíîâ â èçîòðîïíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ âìåñòî òð¼õìåðíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåë-
ëà îäíîìåðíîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé ãèáðèäèçàöèþ ïîëÿðíûõ êîëåáàíèé ñ ïðîíèêàþ-
ùèì â ñðåäó ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿðíûõ
êîëåáàíèé è ñâÿçàííîãî ñ íèì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, çàäàâàåìîãî ôóíêöèåé ξ(x, t),
èìåþò âèä:

ü = −ω2
0u + ω2

pξ; u = u0 exp i(kx− ωt); (18a)

ξ̈ = − c2
0

ε∞
k2ξ − ü; ξ = ξ0 exp i(kx− ωt). (18b)

Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèÿ (18(à), (b)) ðåøåíèé â âèäå ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí
ïðèâîäèò ê çàêîíó äèñïåðñèè, ñîâïàäàþùåìó ñ ñîîòíîøåíèÿìè (14), (16). Èñïîëüçóÿ
ñâÿçü ìåæäó ÷àñòîòîé ω è âîëíîâûì ÷èñëîì ν(ω = 2πc0ν), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì
âûðàæåíèÿì äëÿ çàêîíà äèñïåðñèè ïîëÿðèòîíîâ:

ν2 =
k2(ν2

0 − ν2)

ε∞(ν2
l − ν2)

; ν2
l = ν2

0 + ν2
p ; ε∞ = n2

∞; c2 =
c2
0

ε∞
, (19)

ν2
± =

(
ν2

l + k2

4π2ε∞

)

2


1±

√√√√1− 4k2ν2
0

4π2ε∞
(
ν2

l + k2

4π2ε∞

)2


 , (20)

ν2
+(k) ' ν2

l +
k2

4π2

(
1− ν2

0

ν2
l

)
; ν2

−(k) ' k2ν2
0

4π2ν2
l

; k ≈ 0. (21)
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Çàêîí äèñïåðñèè õèäíîíîâ â èçîòðîïíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå. Ïî àíàëîãèè ñ ïî-
ëÿðèòîíàìè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå âçàèìîñâÿçü ñêàëÿðíûõ ôîòîíîâ ñî
ñêàëÿðíûìè (ïîëíîñèììåòðè÷íûìè ) êîëåáàíèÿìè ìàòåðèàëüíîé ñðåäû, ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

s̈ = −ω2
0ss + ω2

isς; s̈(x, t) = s̈0 exp i(kx− ωt); (22a)

ς̈ = −ω2
hς − c2

0k
2ς − s̈; ς(x, t) = ς0 exp i(kx− ωt). (22b)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ôóíêöèè s(x, t), ς(x, t) çàäàþò âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñêàëÿðíûì
ôîòîíàì è ñêàëÿðíûì ôîíîíàì ñîîòâåòñòâåííî; âåëè÷èíà ωis õàðàêòåðèçóåò ýôôåê-
òèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíîãî ôîòîííîãî ïîëÿ ñî ñêàëÿðíûìè âîçáóæäåíèÿìè
â âåùåñòâå; ωh � ÷àñòîòà õèäíîíà ïðè k = 0; ω0s � ÷àñòîòà ïîëíîñèììåòðè÷íîãî êîëå-
áàíèÿ. Èñïîëüçóÿ ðåøåíèÿ (22) â âèäå ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí, ïðèõîäèì ê
äâóì àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:

−ω2u− = −ω2
0su + ω2

isξ; u =
ω2

isξ

ω2
0s − ω2

; (23a)

−ω2ξ = −ω2
hξ − c2

0k
2ξ + ω2u. (23b)

Ðàçðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïðèõîäèì ê çàêîíó äèñïåðñèè îáñóæäàåìûõ âîëí â âèäå:

ω2 = ω2
h + c2

0k
2 +

ω2ω2
is

ω2
0s − ω2

; (24a)

k2 =
ω2

c2
0

(
1 +

ω2
is

ω2
0s − ω2

)
− ω2

h

c2
0

. (24b)

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

k2 =
ω2

c2
0

(
ω2

fs − ω2

ω2
0s − ω2

)
− ω2

h

c2
0

; ω2
fs = ω2

0s + ω2
is. (25)

Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó ω = 2πc0ν, ïîëó÷àåì çàêîí äèñïåðñèè â âèäå:

k2 = 4π2ν2

(
ν2

fs − ν2

ν2
0s − ν2

)
− 4π2ν2

h. (26)

Èç ñîîòíîøåíèÿ 24(b) ïðèõîäèì ê áèêâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ:

ω4 − ω2(c2
0k

2 + ω2
fs + ω2

h) + ω2
hω

2
0s + c2

0k
2ω2

0s = 0. (27)
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Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò ê äâóì âåòâÿì:

ω2
± =

(ω2
fs + ω2

h + c2
0k

2)

2

(
1±

√
1− 4(ω2

0sω
2
s + c2

0ω
2
0sk

2)

(ω2
fs + ω2

h + c2
0k

2)2

)
. (28)

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âîëíîâîãî âåêòîðà (k ∼ 0) ïîëó÷àåì çàêîí äèñïåðñèè õèäíîíîâ
â âèäå:

ω2
+ ' ω2

fs + ω2
h −

ω2
hω

2
0s

ω2
fs + ω2

h

+ c2
0k

2

(
1 +

ω2
hω

2
0s

(ω2
fs + ω2

s)
2
− ω2

0s

ω2
fs + ω2

h

)
; (29a)

ω2
− '

ω2
0sω

2
h

ω2
fs + ω2

s

+ c2
0k

2

[
ω2

0s

ω2
fs + ω2

h

− ω2
0sω

2
s

(ω2
fs + ω2

h)
2

]
. (29b)

Ïåðåõîäÿ â (27), (28) ê âîëíîâûì ÷èñëàì, èìååì:

ν4 − ν2

(
k2

4π2
+ ν2

fs + ν2
h

)
+ ν2

hν
2
0s +

k2

4π2
ν2

0s = 0, (30)

ν2
± =

(
ν2

fs + ν2
h + k2

4π2

)

2


1±

√√√√1− 4
(
ν2

0sν
2
h + ν2

0s
k2

4π2

)

(ν2
fs + ν2

h + k2

4π2 )2


 ; ω = 2πc0ν, (31)

ν2
+ ' ν2

fs + ν2
h −

ν2
sν

2
0s

ν2
fs + ν2

h

+
k2

4π2

[
1− ν2

0s

ν2
fsν

2
h

+
ν2

hν
2
0s

(ν2
fs + ν2

h)
2

]
; (32a)

ν2
− '

ν2
hν

2
0s

ν2
fs + ν2

h

+
k2

4π2

[
ν2

0s

ν2
fs + ν2

h

− ν2
sν

2
0s

(ν2
fs + ν2

h)
2

]
. (32b)

Çàêîí äèñïåðñèè àêñèíîíîâ â èçîòðîïíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå. Óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå âçàèìîñâÿçü àêñèîíîâ ñ ïñåâäîñêàëÿðíûìè êîëåáàíèÿìè ìàòåðè-
àëüíîé ñðåäû, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

ẅ = −ω2
0psw + ω2

ipsη; w = w0 exp i(kx− ωt); (33a)

η̈ = −ω2
aη − c2

0k
2η − ẅ; η = η0 exp i(kx− ωt). (33b)

Çäåñü ωa � ÷àñòîòà àêñèíîíà ïðè k = 0. Îòñþäà ïðèõîäèì ê àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì:

−ω2w− = −ω2
0psw + ω2

ipsη; w =
ω2

ipsη

ω2
0ps − ω2

; (34a)

−ω2η = −ω2
a − c2

0k
2η + ω2w. (34b)
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Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ çàêîíà äèñïåðñèè àêñèíîíîâ ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ:

ω2 = ω2
a + c2

0k
2 +

ω2ω2
ips

ω2
0ps − ω2

; (35a)

k2 =
ω2

c2
0

(
1 +

ω2
ips

ω2
0ps − ω2

)
− ω2

a

c2
0

, (35b)

k2 =
ω2

c2
0

(
ω2

fps − ω2

ω2
0ps − ω2

)
− ω2

a

c2
0

; ω2
fps = ω2

0ps + ω2
ips. (36)

k2 = 4π2ν2

(
ν2

fps − ν2

ν2
0ps − ν2

)
− 4π2ν2

a . (37)

Îò ñîîòíîøåíèÿ (35), çàäàþùåãî çàêîí äèñïåðñèè àêñèíîíîâ â íåÿâíîì âèäå, ïðèõîäèì
ê áèêâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ:

ω4 − ω2(c2
0k

2 + ω2
fps + ω2

a) + ω2
aω

2
0ps + c2

0k
2ω2

0ps = 0, (38a)

ν4 − ν2

(
k2

4π2
+ ν2

fps + ν2
a

)
ν2

aν
2
0ps +

k2

4π2
ν2

0ps = 0. (38b)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàäàeò çàêîí äèñïåðñèè àêñèíîíîâ â ÿâíîì âèäå:

ω2
± =

(ω2
fps + ω2

a + c2
0k

2)

2

(
1±

√
1− 4(ω2

0psω
2
a + c2

0ω
2
0psk

2)

(ω2
fps + ω2

a + c2
0k

2)2

)
, (39)

ν2
± =

(
ν2

fps + ν2
a + k2

4π2

)

2


1±

√√√√1− 4
(
ν2

0psν
2
a + ν2

0ps
k2

4π2

)
(
ν2

fps + ν2
a + k2

4π2

)2


 ; ω = 2πc0ν. (40)

Â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé âîëíîâîãî âåêòîðà (k ∼ 0) çàêîí äèñïåðñèè äëÿ äâóõ âåòâåé
àêñèíîíîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

ω2
+ ' ω2

fps + ω2
a −

ω2
aω

2
0ps

ω2
fps + ω2

a

+ c2
0k

2

(
1 +

ω2
aω

2
0ps

(ω2
fps + ω2

a)
2
− ω2

0ps

ω2
fps + ω2

a

)
; (41)

ω2
− '

ω2
0psω

2
a

ω2
fps + ω2

a

+ c2
0k

2

[
ω2

0ps

ω2
fps + ω2

a

− ω2
0psω

2
a

(ω2
fps + ω2

a)
2

]
, (42)

ν2
+ ' ν2

fps + ν2
a −

ν2
sν

2
0s

ν2
fps + ν2

a

+
k2

4π2

[
1− ν2

0s

ν2
fps + ν2

a

+
ν2

sν
2
0s

(ν2
fps + ν2

a)
2

]
; (43)

ν2
− '

ν2
aν

2
0ps

ν2
fps + ν2

a

+
k2

4π2

[
ν2

0s

ν2
fps + ν2

a

− ν2
aν

2
0ps

(ν2
fps + ν2

a)
2

]
. (44)
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Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû äèñïåðñèîííûå çàâèñèìîñòè ω(k) â èçî-
òðîïíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ñðåäàõ äëÿ ïîëÿðèòîíîâ, õèäíîíîâ è àêñèíîíîâ. Â ðåàëüíûõ
âåùåñòâàõ âèä òàêèõ çàâèñèìîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ïðè çàäàíèè ïàðàìåòðîâ îñöèëëÿòî-
ðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëÿðíûì (äèïîëüíî-àêòèâíûì) êîëåáàíèÿì, ïîëíîñèììåòðè÷-
íûì êîëåáàíèÿì è ïñåâäîñêàëÿðíûì ìîäàì â ìîëåêóëàõ è êðèñòàëëàõ. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïðàâèëàìè îòáîðà äëÿ îïòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òàêèå êîëåáàíèÿ ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ â
ñïåêòðàõ èíôðàêðàñíîãî ïîãëîùåíèÿ, êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ è ãèïåðêîìáèíàöè-
îííîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà. Íàïðèìåð, â êðèñòàëëàõ íèòðèòà íàòðèÿ â ñïåêòðå îïòè÷åñêèõ
êîëåáàíèé ïðèñóòñòâóþò ñëåäóþùèå òèïû êîëåáàíèé:

Topt = [A1(z) + B1(x) + B2(y)] + [A2 + B1(x) + B2(y)] + [A1(z) + A1(z) + B1(x)]. (45)

Ïåðâàÿ êâàäðàòíàÿ ñêîáêà ñîîòâåòñòâóåò òðàíñëÿöèîííûì ðåø¼òî÷íûì ìîäàì (ïî-
ñòóïàòåëüíûå îñöèëëÿöèè ãðóïïû NO2 îòíîñèòåëüíî èîíîâ àçîòà); âòîðàÿ êâàäðàòíàÿ
ñêîáêà � ëèáðàöèÿì ãðóïïû NO2 îòíîñèòåëüíî òð¼õ îñåé; òðåòüÿ ñêîáêà ñîîòâåòñòâó-
åò âíóòðåííèì êîëåáàíèÿì ãðóïïû NO2. Ïðè ýòîì êîëåáàíèÿ òèïà A1(z), B1(x), B2(y),
ÿâëÿþòñÿ äèïîëüíî-àêòèâíûìè, ò.å. äëÿ íèõ äîëæíû ðåàëèçîâàòüñÿ ïðîöåññû ãèáðèäè-
çàöèè ñ âåêòîðíûìè ôîòîíàìè, ïðèâîäÿùèìè ê ôîðìèðîâàíèþ ïîëÿðèòîííûõ âåòâåé.
Òàêèå òèïû êîëåáàíèé â äàííîì êðèñòàëëå àêòèâíû êàê äëÿ ïðîöåññîâ êîìáèíàöèîííî-
ãî ðàññåÿíèÿ, òàê è èíôðàêðàñíîãî ïîãëîùåíèÿ. Êîëåáàíèÿ òèïà A2 ÿâëÿþòñÿ ïñåâäî-
ñêàëÿðíûìè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòîãî òèïà êîëåáàíèé äîëæíà ôîðìèðîâàòüñÿ âåòâü
àêñèíîíîâ. Ýòîò òèï êîëåáàíèé íåàêòèâåí äëÿ ïðîöåññîâ îäíîôîòîííîãî ïîãëîùåíèÿ,
íî ðàçðåø¼í äëÿ êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ. Íàêîíåö, êîëåáàíèÿ òèïà A1 ÿâëÿþòñÿ
ïîëíîñèììåòðè÷íûìè, ò.å. äëÿ íèõ ñëåäóåò îæèäàòü ïðîöåññîâ ãèáðèäèçàöèè ñî ñêàëÿð-
íûìè ôîòîíàìè ñ ôîðìèðîâàíèåì õèäíîíîâ. Èññëåäîâàíèÿ óãëîâûõ çàâèñèìîñòåé ñïåê-
òðîâ êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ ïîçâîëÿò ïðîâåñòè ñîïîñòàâëåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ ñ ïðèâåäåííîé òåîðèåé.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ðàáîòå óñòàíîâëåíû çàêîíû äèñïåðñèè äëÿ êâàçè÷àñòèö â
êðèñòàëëàõ, êëàññèôèöèðóåìûõ ðàçëè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè òî÷å÷íîé ãðóïïû ñèì-
ìåòðèè ìàòåðèàëüíîé ñðåäû: âåêòîðíûì ïðåäñòàâëåíèåì, ïðåäñòàâëåíèåì ñêàëÿðà è
ïñåâäîñêàëÿðà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âáëèçè öåíòðà çîíû Áðèëëþýíà âñëåäñòâèå ðåçîíàíñ-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êâàçè÷àñòèö ìàòåðèàëüíîé ñðåäû ñ ýëåìåíòàðíûìè ÷àñòèöàìè
âàêóóìà òîé æå ñèììåòðèè ðåàëèçóþòñÿ ãèáðèäíûå ñîñòîÿíèÿ êâàçè÷àñòèö: ïîëÿðè-
òîíîâ, àêñèíîíîâ è õèäíîíîâ. Ðàññ÷èòàíû çàêîíû äèñïåðñèè ãèáðèäíûõ êâàçè÷àñòèö è
ïðåäñêàçàíû îñîáåííîñòè â óãëîâûõ è ñïåêòðàëüíûõ çàâèñèìîñòÿõ ñïåêòðîâ íåóïðóãîãî
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ðàññåÿíèÿ ñâåòà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Óñòàíîâëåííûå çàêîíû äèñ-
ïåðñèè ãèáðèäíûõ êâàçè÷àñòèö äàþò âîçìîæíîñòü îïòèìèçèðîâàòü óñëîâèÿ äëÿ âûïîë-
íåíèÿ óñëîâèé ñèíõðîíèçìà ïðè ôîòîí-áîçîííîé êîíâåðñèè, à òàêæå â ïàðàìåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷àñòè÷íûõ ïðîöåññàõ, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ ãåíåðàöèåé ãèáðèäíûõ êâàçè÷àñòèö è
ðàçëè÷íûõ òèïîâ áîçîíîâ âàêóóìà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 15�02-02882, 13�02-00449, 14�02�
00190).
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