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В ТОМОГРАФИЧЕСКОМ ВЕРОЯТНОСТНОМ
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Получены новые энтропийные и информационные нера-
венства для матриц плотности и векторных томо-
графических портретов состояний квантовых частиц с
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Квантовые корреляции являются основой большинства квантовых технологий, та-
ких как квантовые вычисления, квантовая криптография, квантовая телепортация, и
т.д. [1].

Для классических функций распределения и классических наблюдаемых корреля-
ции могут быть охарактеризованы информационными и энтропийными неравенствами
(см., напр., [2]). Аналоги таких неравенств для матриц плотности квантовых составных
систем дают информацию о наличии и степени корреляции [3–5] между подсистемами.

В работах [6–8] было показано, что квантовые корреляции, свойственные составным
системам, также присущи и системам, не содержащим подсистем (неразделимым или
несоставным системам). Такие корреляции предложено называть скрытыми корреля-
циями [9], и их также можно охарактеризовать с помощью аналогов энтропийных и
информационных соотношений. Например, для матриц плотности единичных кудитов,
являющихся неразделимыми системами, могут быть записаны аналоги свойства субад-
дитивности, свойства сильной субаддитивности или неравенства Араки–Либа [10].

Квантовая частица с единичным спином, движущаяся в пустом пространстве или
внешнем поле, является типичным примером неразделимой (несоставной) системы, об-
ладающей свойствами скрытых квантовых корреляций. В работе [11] для описания и
томографии состояний этой системы мы предложили использовать неотрицательный
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девятикомпонентный векторный томографический портрет, содержащий без дублиро-
вания всю пространственную, спиновую и иную доступную информацию о состоянии
системы.

Цель настоящей работы – получение новых энтропийных и информационных нера-
венств для матриц плотности состояний квантовых частиц с единичным спином, отра-
жающих скрытые квантовые корреляции, и для векторных томографических портретов
таких состояний.

Получим информационные и энтропийные неравенства для матриц плотности.
Состояния квантовых нерелятивистских частиц с единичным спином в общем случае

могут быть описаны матрицами плотности в координатно-спиновом представлении

{ρjk(q,q′, t)} =

 ρ11(q,q′, t) ρ12(q,q′, t) ρ13(q,q′, t)

ρ21(q,q′, t) ρ22(q,q′, t) ρ23(q,q′, t)

ρ31(q,q′, t) ρ32(q,q′, t) ρ33(q,q′, t)

 , (1)

где q = (qx, qy, qz) – набор пространственных переменных, t – время, а индекс j соответ-
ствует определенной проекции спина на ось z так, что при j = 1 sz = 1; при j = 2 sz = 0;
при j = 3 sz = −1, а компоненты ρjk(q,q

′, t) удовлетворяют условиям эрмитовости и
нормировки:

ρjk(q,q
′, t) = ρ∗kj(q

′,q, t), Tr ρ̂ =

∫ 3∑
j=1

ρjj(q,q, t) d
3q = 1, (2)

и являются такими, что матрица (1) неотрицательно определена.
Поскольку набор диагональных элементов матрицы (1) по определению представ-

ляет собой совместную функцию распределения ρjj(q,q, t) вероятности нахождения ча-
стицы в элементе объема d3q с заданной проекцией спина на направление z, то функция
ρjj(q,q, t) удовлетворяет условию субаддитивности, которое мы можем записать как
условие положительности взаимной информации

I1(t) = −
3∑
j=1

(∫
ρjj(q,q, t)d

3q

)
ln

(∫
ρjj(q,q, t)d

3q

)
−

−
∫ ( 3∑

j=1

ρjj(q,q, t)

)
ln

(
3∑
j=1

ρjj(q,q, t)

)
d3q +

+
3∑
j=1

∫
ρjj(q,q, t) ln ρjj(q,q, t) d

3q ≥ 0, (3)
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причем это условие остается верным в процессе эволюции состояния во времени, и
чтобы подчеркнуть в дальнейшем сохранение получаемых нами неравенств во времени,
мы будем явно указывать время t в качестве аргумента.

Далее введем 3×3 матрицу P̂ , определив ее как частичный след матрицы плотности
ρ̂ по пространственным переменным

P̂jk(t) = Trq {ρjk(q,q′, t)} =

∫
ρjk(q,q, t) d

3q, (4)

и матрицу R̂, – как частичный след матрицы ρ̂ по спиновым переменным,

R̂(q,q′, t) = Trj {ρjk(q,q′, t)} =
3∑
j=1

ρjj(q,q
′, t). (5)

Так как матрица ρ̂ вида (1) определена в пространстве, являющемся прямым произ-
ведением координатного и спинового подпространств, а матрицы P̂ и R̂ являются ча-
стичными следами по этим подпространствам, то имеет место условие субаддитивности
для квантовой энтропии (см., напр., [12])

−Tr{ρ̂(t) ln ρ̂(t)} ≤ −Tr{P̂(t) ln P̂(t)} − Tr{R̂(t) ln R̂(t)}, (6)

или условие для квантовой взаимной информации

I2(t) = −Tr{P̂(t) ln P̂(t)} − Tr{R̂(t) ln R̂(t)}+ Tr{ρ̂(t) ln ρ̂(t)} ≥ 0. (7)

Особо подчеркнем, что каждая из операций Tr в выражениях (6)–(7) берется по тому
пространству, на котором определен соответствующий оператор (матрица) плотности,
и выражения (6)–(7), в общем случае, нетривиальны для практических вычислений.
Однако, если задача допускает (хотя бы с необходимой точностью) переход от контину-
ального координатного представления к какому-нибудь дискретному конечномерному
представлению (например, обрезанному фоковскому), то она кардинально упрощается.

Матрицу P̂jk(t) можно интерпретировать как матрицу плотности кутрита, поэтому
ее компоненты должны удовлетворять информационным и энтропийным неравенствам,
впервые полученным в работе [13] с помощью метода фиктивного разбиения на подси-
стемы (см. [8]) двух кубитов, суть которого заключается в следующем.

Сначала 3×3 матрица P̂jk(t) дополняется до матрицы 4×4 путем добавления к ней
нулевого столбца справа и нулевой строки снизу. Далее, проделывается преобразова-
ние полученной двухиндексной 4× 4 матрицы P̂jk(t) в четырехиндексную 2× 2× 2× 2
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матрицу P̂jklm(t) с помощью следующего взаимно-однозначного обратимого отображе-
ния индексов: 1 ↔ 1, 1; 2 ↔ 1, 2; 3 ↔ 2, 1; 4 ↔ 2, 2. Интерпретируя итоговую матрицу
P̂jklm(t) как матрицу плотности составной системы двух кубитов, взяв частичный след
по первой или второй паре индексов, получают матрицы плотности первого и второго
кубита

ρ̂1(t) =

(
P11 + P22 P13

P31 P33

)
, ρ̂2(t) =

(
P11 + P33 P12

P21 P22

)
. (8)

Теперь, воспользовавшиcь свойством положительности взаимной информации двух
подсистем

I3(t) = Tr
{
P̂(t) ln P̂(t)

}
− Tr {ρ̂1(t) ln ρ̂1(t)} − {Trρ̂2(t) ln ρ̂2(t)} ≥ 0, (9)

можно написать информационное неравенство [13] (см. также [14]) для матричных эле-
ментов матрицы (4)

I3(t) = Tr


 P11 P12 P13

P21 P22 P23

P31 P32 P33

 ln

 P11 P12 P13

P21 P22 P23

P31 P32 P33


−

−Tr

{(
P11 + P22 P13

P31 P33

)
ln

(
P11 + P22 P13

P31 P33

)}
−

−Tr

{(
P11 + P33 P12

P21 P22

)
ln

(
P11 + P33 P12

P21 P22

)}
≥ 0. (10)

Другое неравенство для элементов матрицы (4) можно получить из условия неот-
рицательности относительной энтропии H(ρ̂1(t)||ρ̂2(t)) двух состояний ρ̂1(t) и ρ̂2(t), ко-
торая определяется следующим образом (см., напр., [12]):

H(ρ̂1(t)||ρ̂2(t)) = Tr{ρ̂1(t)[ln ρ̂1(t)− ln ρ̂2(t)]} ≥ 0. (11)

Подставляя в (11) матрицы (8), получаем (здесь мы полагаем матрицы ρ̂1 и ρ̂2 такими,
что относительная энтропия существует, т. е. supp ρ̂1 ⊆ supp ρ̂2)

Tr

{(
P11 + P22 P13

P31 P33

)[
ln

(
P11 + P22 P13

P31 P33

)
− ln

(
P11 + P33 P12

P21 P22

)]}
≥ 0. (12)

Если же supp ρ̂1 6⊆ supp ρ̂2, то относительная энтропия равна +∞.
Теперь найдем информационные неравенства для векторного томографического

портрета состояний квантовых частиц с единичным спином, введенного в нашей
работе [11].
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По аналогии с построением векторного томографического портрета для частиц со
спином 1/2 [15], для частиц со спином 1 мы должны выбрать кворум из девяти состо-
яний единичного спина |σj,nj〉 с заданными проекциями спина σj вдоль направлений
nj, которые определят девятикомпонентный деквантайзер-вектор Û с компонентами
Ûj = |σj,nj〉〈σj,nj| спиновых 3 × 3 матриц. Очевидно, что набор матриц {Ûj} должен
быть линейно независимым.

С помощью деквантайзера Û девятикомпонентная векторная томограмма определя-
ется как [11]

w(χ, η, t) = Tr
{
ρ̂(t)

[
Û(χ, η)⊗ Û

]}
, (13)

где след вычисляется по всем переменным, включая спиновые индексы, и Û(χ, η) –
агрегированное обозначение для бесспинового оптического или симплектического де-
квантайзера, определяемых формулами (14) или (15), χ – совокупность переменных
томографического распределения, η – совокупность параметров томографии.

Напомним, что если мы имеем бесспиновую квантовую систему в N -мерном про-
странстве (в нашем случае N = 3), то деквантайзер для оптической томографии равен
(см. [16]):

Ûw(X,θ) = |X,θ 〉〈X,θ | =
N∏
n=1

δ

(
Xn − q̂n cos θn − p̂n

sin θn
mnωn

)
, (14)

где mn и ωn – константы размерности массы и частоты, которые выбираются из сооб-
ражений удобства в зависимости от гамильтониана исследуемой системы, |X,θ 〉 – соб-
ственная функция оператора X̂(θ) с компонентами X̂n = q̂n cos θn + (p̂n sin θn)/(mnωn),
соответствующая собственному значению X.

Для деквантайзера симплектической томографии имеем [17]

ÛM(X,µ,ν) = |X,µ,ν 〉〈X,µ,ν | =
N∏
σ=1

δ(Xn − q̂nµn − p̂nνn), (15)

где |X,µ,ν 〉 – собственная функция оператора X̂(µ,ν) с компонентами X̂n = µnq̂n +

νnp̂n, соответствующая собственному значению X.
Каждая из компонент векторной оптической или симплектический томограмм

wj(χ, η, t) является функцией распределения оператора χ̂(η) в момент времени t при
условии, что частица имеет заданное значение проекции спина на заданное направле-
ние. Следовательно, для связанных состояний компоненты вектора w(χ, η, t) должны
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быть интегрируемы по dχ и должны удовлетворять неравенствам

0 ≤ wj(χ, η, t) ≤ 1, 0 ≤
∫
wj(χ, η, t) dχ ≤ 1, j = 1, ..., 9. (16)

Выберем девять положительных проекторов спиновых состояний следующим обра-
зом:

Û =
(
|sz = 1〉〈sz = 1|, |sz = 0〉〈sz = 0|, |sz = −1〉〈sz = −1|,

|sx = 1〉〈sx = 1|, |sx = 0〉〈sx = 0|, |sxy = 1〉〈sxy = 1|,

|sxy = 0〉〈sxy = 0|, |syz = 0〉〈syz = 0|, |sxz = 0〉〈sxz = 0|
)
, (17)

где |sj = ±1, 0〉 – собственная функция проекции спинового оператора на направ-
ление j, отвечающая собственному значению ±1 или 0; и |sxy〉, |syz〉, |sxz〉 – соб-
ственные функции проекций оператора спина на направления exy = (1/

√
2, 1/

√
2, 0),

eyz = (0, 1/
√

2, 1/
√

2), exz = (1/
√

2, 0, 1/
√

2) соответственно.
Очевидно, что при таком определении (17) деквантайзера Û три первые компоненты

вектора w(χ, η, t) нормированы условием
∫ ∑3

j=1wj(χ, η, t) dχ = 1, и функция wj(χ, η, t)
является совместной функцией распределения спинового индекса j = 1, 2, 3 и набора
континуальных переменных χ при фиксированных параметрах η и t.

Введем два маргинальных распределения:

Π(χ, η, t) =
3∑
j=1

wj(χ, η, t), Pj(η, t) =

∫
wj(χ, η, t) dχ, j = 1, 2, 3, (18)

первое – для континуальных переменных χ, а второе – для дискретной спиновой пере-
менной j = 1, 2, 3. Из определения Pj(η, t) очевидно, что оно не зависит от параметра
η, и мы можем написать Pj(η, t) = Pj(t). Тогда условие субаддитивности для распре-
деления wj(χ, η, t) при j = 1, 2, 3 будет иметь вид:

I4(η, t) = −
3∑
j=1

Pj(t) lnPj(t)−
∫

Π(χ, η, t) ln Π(χ, η, t) dχ+

+
3∑
j=1

∫
wj(χ, η, t) lnwj(χ, η, t) dχ ≥ 0. (19)

Также мы можем вывести энтропийное неравенство для всех девяти компонент век-
торного портрета w(χ, η, t). Для этого введем формально следующее совместное (по
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отношению к переменным χ и j) распределение вероятности

Ωj(χ, η, t) =
wj(χ, η, t)

9∑
k=1

∫
wk(χ, η, t) dχ

, j = 1, 2, . . . , 9, (20)

нормированное условием
∑9

j=1

∫
Ωj(χ, η, t) dχ = 1, и маргинальные распределения

Π̃(χ, η, t) и P̃j(t) такие, что

Π̃(χ, η, t) =
9∑
j=1

Ωj(χ, η, t), P̃j(η, t) = P̃j(t) =

∫
Ωj(χ, η, t) dχ, j = 1, 2, . . . , 9. (21)

Тогда мы можем написать условие для взаимной информации

I5(η, t) = −
9∑
j=1

P̃j(t) ln P̃j(t)−
∫

Π̃(χ, η, t) ln Π̃(χ, η, t) dχ+

+
9∑
j=1

∫
Ωj(χ, η, t) ln Ωj(χ, η, t) dχ ≥ 0. (22)

В заключение отметим, что полученные нами энтропийные и информационные нера-
венства отражают скрытые квантовые корреляции, присущие рассматриваемой нами
квантовой системе. Эти корреляции могут быть применимы в квантовых технологиях,
подобно корреляциям в запутанных состояниях составных квантовых систем.
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