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ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍ

Â.Ï. Äçþáà1, Ð. Â. Ðîìàøêî1, È.Í. Çàâåñòîâñêàÿ2,3, Þ.Í. Êóëü÷èí1,3

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå èçâåñòíîãî â êâàíòî-
âîé ìåõàíèêå ìåòîäà ôàçîâûõ ôóíêöèé íà çàäà÷è ðàññå-
ÿíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí íà íåîäíîðîäíîñòÿõ ñïëîøíîé
ñðåäû. Â îñíîâå èäåè èñïîëüçîâàíèÿ óêàçàííîãî ìåòîäà â
àêóñòèêå ëåæèò òî, ÷òî âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ çâóêî-
âîãî ïîòåíöèàëà èëè äàâëåíèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ñïå-
öèàëüíîé ïîäñòàíîâêîé ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Øðåäèí-
ãåðà ñ ïåðåìåííûì ïîòåíöèàëîì ðàññåÿííîãî ïîëÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàññåÿíèå àêóñòè÷åñêèõ âîëí, ìåòîä ôàçîâûõ ôóíêöèé.
Ìåòîä ôàçîâûõ ôóíêöèé õîðîøî èçâåñòåí â êâàíòîâîé ìåõàíèêå [1, 2]. Èäåÿ åãî

èñïîëüçîâàíèÿ â àêóñòèêå îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ àêóñòè÷å-
ñêîãî äàâëåíèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå [3], êîòîðîå èìååò âèä:

1

c(~r)2

∂2P (~r, t)

∂t2
+ ∆P (~r, t) +

[
∇P (~r, t) + ~f(~r, t)

]
∇ ln ρ(~r) = ∇~f(~r, t), (1)

ãäå ρ(~r) � ïëîòíîñòü ñðåäû, c(~r) � ñêîðîñòü çâóêà â íåé, à ~f(~r, t) � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü
ñèëû, âîçáóæäàþùåé àêóñòè÷åñêîå ïîëå â ñðåäå, ïîäñòàíîâêîé P (~r, t) =

√
ρ(~r)
ρ(~r0)

U(~r, t)

ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ, ôîðìàëüíî òîæäåñòâåííîìó ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþØðåäèí-
ãåðà äëÿ ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå v(~r). Â îáëàñòè âíå èñòî÷íèêîâ ïîëÿ óðàâíåíèå
(1) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

1

c2(~r)

∂2U(~r, t)

∂t2
−∆U(~r, t) +

[
3∇ρ(~r)∇ρ(~r)

4ρ2(~r)
− ∆ρ(~r)

2ρ(~r)

]
U(~r, t) = 0. (2)

Äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ U(~r, ω) ýòî óðàâíåíèå ïåðåõîäèò ê âèäó:

∆U(~r, ω) + k2
0U(~r, ω) = v(~r)U(~r, ω), (3)

1 Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÄÂÎ ÐÀÍ, 690041 Ðîññèÿ, Âëàäèâîñòîê, óë. Ðàäèî,
5; e-mail: vdzyuba@iacp.dvo.ru.
2 ÔÈÀÍ, 119991 Ðîññèÿ, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïð-ò, 53.
3 Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ÿäåðíûé óíèâåðñèòåò �ÌÈÔÈ�, 115409 Ðîññèÿ, Ìîñêâà, Êàøèðñêîå
ø., 31.
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ãäå êâàäðàò âîëíîâîãî âåêòîðà k2
0 = ω2/c2(~r0) � àíàëîã ýíåðãèè ÷àñòèöû, c(r0) � ñêîðîñòü

çâóêà â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ èçìåíåíèå
ïàðàìåòðîâ ñðåäû, à ïîòåíöèàë

v(~r) = k2
0 −

ω2

c2(~r)
+

[
3∇ρ(~r)∇ρ(~r)

4ρ2(~r)
− ∆ρ(~r)

2ρ(~r)

]
. (4)

Ïóñòü â ñðåäå èìååòñÿ ëîêàëèçîâàííàÿ íåîäíîðîäíàÿ îáëàñòü, íà êîòîðîé ïðîèñ-
õîäèò ðàññåÿíèå çâóêîâîãî ïîëÿ. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò âíóòðü ýòîé íåîäíî-
ðîäíîé îáëàñòè. Âäàëè îò íå¼ ïîëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñóïåðïîçèöèåé ïàäàþùåé íà
îáëàñòü ïëîñêîé âîëíû è ðàññåÿííîé íà ïîòåíöèàëå v(~r) ñôåðè÷åñêîé âîëíû [1�4]
U(~r, ω) = ei~k0~r + F (θ, ϕ)eik0r/r, ãäå k0 = ω/c(~r0). Êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ðàññåÿííîãî
ïîëÿ F (θ, ϕ) îïðåäåëÿåò äèôôåðåíöèàëüíîå dσ = |F (θ, ϕ)|2dΩ è ïîëíîå ñå÷åíèÿ ðàññå-
ÿíèÿ çâóêà σ =

∫
4π

dσ íà ïîòåíöèàëå v(~r). Åñëè ïîòåíöèàë ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷åí, òî
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïàðöèàëüíûõ âîëí, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèÿì ïî-
ñòîÿííîé ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ `. Äëÿ ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïàðöèàëüíîé âîëíû
η`(r) èìååò ñèëó óðàâíåíèå [ñì., íàïð., 1, 2]

d2η`(r)

dr2
+

[
k2

0 −
`(` + 1)

r2
− v(r)

]
η`(r) = 0, (5)

ãäå ` ïðèíèìàåò öåëûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Àìïëèòóäà F (θ) = 1
k0

∞∑
`=0

(2` +

1) exp(iδ`) sin δ`P`(cos θ) âñëåäñòâèå ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî ïîëÿðíîãî óã-
ëà θ, îòñ÷èòûâàåìîãî îò íàïðàâëåíèÿ ïàäåíèÿ âîëíû, è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôàçû ðàññå-
ÿíèÿ δ` [1, 2 è äð.]. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ðàññåèâàþùåé îáëàñòè, åñëè ïîòåíöèàë
v(r) óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì O(r−1), η`(r) ≈ sin(k0r − `π/2 + δ`), à ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññå-
ÿíèÿ ðàâíî σ = 4π

k2
0

∞∑
`=0

(2` + 1) sin2 δ`. Ìåòîä ôàçîâûõ ôóíêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå
îò óðàâíåíèÿ (3) ê óðàâíåíèþ íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ôàçû ðàññåÿíèÿ. Äëÿ ýòîãî áóäåì
èñêàòü η`(r) ÷åðåç ôóíêöèè Ðèêêàòè�Áåññåëÿ i`(k0r) è n`(k0r), ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè
ñâîáîäíîãî óðàâíåíèÿ (3) â âèäå η`(r) = A`(r)[i`(k0r) cos δ`−n`(k0r) sin δ`]. Â äàëüíåì ïî-
ëå ìîäóëü âåêòîðà ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè ïàðöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé àêóñòè÷åñêîãî
ïîëÿ I` ≈ η`(r)

dη`(r)
dr

= A2
`(r) sin(k0r−`π/2+δ`) cos(k0r−`π/2+δ`). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî

âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: d
dr

η`(r) = A`(r)
[

d
dr

i`(k0r) cos δ` − d
dr

n`(k0r) sin δ`

]
, êîòî-

ðîå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì (5) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äëÿ ôàçû ðàññåÿíèÿ
δ` è àìïëèòóäû A`(r):

d

dr
δ`(r) = − 1

k0

v(r)[i`(k0r) cos δ` − n`(k0r) sin δ`]
2, δ`(0) = 0, (6)
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d

dr
A`(r) = − 1

k0

A`(r)v(r)[i`(k0r) cos δ` − n`(k0r) sin δ`][i`(r) sin δ` + n`(k0r) cos δ`]. (7)

Åñëè ïîòåíöèàë èìååò àêñèàëüíóþ ñèììåòðèþ, òî, ââîäÿ öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò (ρ, ϕ, z) è ïðåäñòàâëÿÿ ïîëíîå ïîëå â âèäå ñóììû ïàäàþùåé è ðàññå-
ÿííîé âîëí eik0ρ cos ϕ + f(ϕ)eik0ρ/

√
ρ, ìîæíî çàïèñàòü ðàäèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ïàð-

öèàëüíîé âîëíû ÷åðåç ñóïåðïîçèöèþ ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà â âèäå Rm =

Am(r)[Jm(k0ρ) cos δm−Nm(k0r) sin δm] ñ àñèìïòîòèêîé Rm ≈ 1√
k0ρ

cos(k0ρ−mπ/2−π/4+

δm), ãäå δm � ôàçà ðàññåÿíèÿ. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, èçëîæåííûå âûøå, ìû ïðèäåì ê
ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äëÿ ôàçû è àìïëèòóäû, ñïðàâåäëèâûì â ñëó÷àå öèëèíäðè÷å-
ñêîé ñèììåòðèè ðàññåèâàþùåé îáëàñòè ñðåäû:

d

dr
δm(r) = − π

20

ρv(r)[Jm(k0r) cos δm −Nm(k0r) sin δm]2, δm(0) = 0, δm(∞) = δm,

d

dr
Am(r) = −π

2
ρAm(r)v(r)[Jm(k0r) cos δm−Nm(k0r) sin δm][Jm(k0r) sin δm+Nm(k0r) cos δm].

Ïðè ýòîì ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ σ = 4
k0

∞∑
m=0

εm sin2 δm, ãäå ε0 = 1, εm = 2, m = 1, 2, . . . .
Ôàçîâîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçó÷åííûì íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Ðèêêàòè. Â
îòëè÷èå îò íåãî, óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäíîé ôóíêöèè Am(r) èëè A`(r) ëèíåéíû è
ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû â ÿâíîì âèäå.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïðèí-
öèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î êîëè÷åñòâå ïàðöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, êîòîðûå íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü. Åñëè âåëè÷èíà `(` + 1)/r2 èëè m2/ρ2 (â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé
ñèììåòðèè) â ðàäèàëüíîì óðàâíåíèè ñóùåñòâåííî áîëüøå ïîòåíöèàëà ðàññåÿíèÿ v(r),
òî äâèæåíèå âîëí ìîæíî ñ÷èòàòü ñâîáîäíûì, ïðàêòè÷åñêè íåïîäâåðæåííûì ðàññåÿ-
íèþ. Åñëè, íàîáîðîò, ïîòåíöèàë v(r) ñóùåñòâåííî áîëüøå, òî ïîëå èñïûòûâàåò ñèëüíîå
ðàññåÿíèå. Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò íåðàâåíñòâî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ñóììè-
ðóåìûõ ïàðöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ v(r) ≥ `(` + 1)/r2 èëè m2/r2. Âåëè÷èíà r îïðå-
äåëÿåò ðàçìåðû îáëàñòè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, êîòîðàÿ â ðàññåÿíèå âîëí âíîñèò
íåçíà÷èòåëüíûé âêëàä ïî ñðàâíåíèþ ñ âíåøíåé îáëàñòüþ. Â ñëó÷àå, êîãäà |v(r)| << 1,
äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü îäíó èëè äâå ïàðöèàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñ `,m = 0, 1. Äëÿ
ïîòåíöèàëà v(r) > 0 (íàïðèìåð, ñêîðîñòü çâóêà c(r) > c0) ïðîèçâîäíàÿ ôàçû è ñà-
ìà ôàçà îòðèöàòåëüíà. Â îáëàñòè, ãäå v(r) < 0, ôàçà è åå ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæè-
òåëüíà. Âàæíî è òî, ÷òî, èíòåãðèðóÿ ôàçîâîå óðàâíåíèå, ìû ìîæåì, âûáèðàÿ çíà-
÷åíèÿ `, íàáëþäàòü ýôôåêò äåéñòâèÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé íåîäíîðîäíîñòè. Ðàññìîò-
ðèì ðàññåÿíèå çâóêà íà ñôåðè÷åñêîé îáëàñòè (øàðå) ìàëîãî ðàäèóñà d òàêîãî, ÷òî
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k0d < 1. Ïóñòü øàð æåñòêèé è âíóòðè îäíîðîäåí. Ïðè ýòîì, v(r) ≈ k2
0, è ôàçîâîå

óðàâíåíèå (6) ïðè ` = 0 çàìåíîé sin δ0(r) ≈ δ0(r) ïðåîáðàçîâûâàåòñÿ â ñëåäóþùåå:

δ0(d) ≈ −(k0d)3/3 − k0

d∫
0

δ0(r)dr. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôàçû è óñëîâèÿ δ`(0) = 0 èí-
òåãðàë ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì δ0(d)k0d/2. È äëÿ ôàçû ðàññåÿíèÿ íà âñåì îáúåìå
øàðà ïîëó÷àåì δ0(d) ≈ −(k0d)3[1−k0d/2+(k0d)2/4+ . . . ]/3, à ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ
σ = 4πd2

9
(k0d)4(1+k0d+ . . . )2. Åñëè øàð ìÿãêèé, òî âíóòðè øàðà, ãäå r ≤ d è k0r < 1, äëÿ

ôàçû ìîæíî ïîëîæèòü δ0(r) ≈ k0r. Ïðè ðàññåèâàíèè íà âñåì øàðå δ0(d) ≈ k0d, à ïîëíîå
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ (ýôôåêòèâíûé ïîïåðå÷íèê ðàññåÿíèÿ) ðàâíî σ = 4πd2. Ïîëó÷åííûå
çíà÷åíèÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ, êîòîðûå â àêóñòèêå ÷àñòî èìåíóþòñÿ ýôôåêòèâ-
íûì ïîïåðå÷íèêîì ðàññåÿíèÿ, áëèçêè (òâåðäûé øàð) ëèáî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò (ìÿã-
êèé øàð) ñî çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ïðÿìîì ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé
âîëíîâîé çàäà÷è [4 è äð.].

Ìåòîä ôàçîâûõ ôóíêöèé ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà îäíîìåðíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëÿ
(ïðîõîæäåíèå âîëí ñêâîçü îäíîìåðíûé ïîòåíöèàë) è íà ñðåäó ñ ïîãëîùåíèåì (êîì-
ïëåêñíûé ïîòåíöèàë). Ïîëåçíîñòü ýòîãî ìåòîäà â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê
ðåøåíèþ õîðîøî èçó÷åííûõ óðàâíåíèé â îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäíûõ, à íå ê ðåøåíèþ
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âî-âòîðûõ,
ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü è ïðîìîäåëèðîâàòü âêëàä ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ðàñ-
ñåèâàþùèõ îáúåêòîâ â ïîëíîå ðàññåÿííîå ïîëå.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-
12-01122).
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