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Получены условия существования стационарных 
шогосолитоннБО: решенш Sine-Gordon уравнения. 
.Показано, что такие решения сводятся к почти 
линейным коввбинациям простых и двойных: солито- 
нов, когда расстояние между последними превышен 
ет их размер2.

sine-Gor^on уравнение

^ ■= о

с гранячннин условияш

lim х-.±оо ° (шоД 2ГО)

лмеет два известных решения

u^^^(x,t) = 4 arctg exp I i  (x -  vt)//l -  v^|f

u^^^ (x ,t) = 4 arctg
Ъ s in [(o (t  -  vx -  tjj)/l^1 -

Ш ch [ъ (х  -  vt -  Xg)/l/l r- v^]

l v K l ,  + 0)^ = 1,

(1)

(2)

(3)

(4)

которые называит /I/ щюстым и двойным солитонани, соответствен
но. Оба эти решения является стациоваршаш, то есть сохравяхщи- 
ми свой вид со временем, а при рассмотрении солитонов в их собст
венной системе отсчета (v  = о ) простой солитон оказывается ста
тическим, а двойной -  периодичным во времени. О возможной стацио
нарности других, многосолитонных решений, Koropie можно полу
чить, нащишер, путем преобразований Беклунда /2/, используя 
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решения (3) и (4 ),  в литературе нет единого мнения. Тан, напри
мер, в 1>аботах /3/, /4/, /5/ утвершдается, что любое решение 
более сложной струнтурн распадается со временем на простые и 
двойные солитоны и в /6/ приведена численная иллюстрация та
кого распада. Это утверждение доказано в работе /7/, однако 
толысо для определевныл условий, в работе /I/ говорится, что 
в общем случае распад мвогосолитонных рвпений имеет место, од
нако этб не исключает воакясности существования условзЛ, при 
которнл эти решения не переходят при t —±оо в совокупность 
простых и двойных солитонов.

Ниже мы покажем, что не только решения (3) и (4 ),  во и 
более сдюжные, многосолитонные решения sine-Gordon уравнения 
могут сохранять свою форму со временем, то есть не распадаться 
на простые и двойные солитоны, а быть стационарными образова
ниями. Для этого рассмотрим решение уравнения ( I )  с граничными 
условиямь (2 ),  полученное методам обратной задачи рассеяния в 
работе /I/:

u(x,t) = -  2i ш (5)

где V (x ,t ) -  матрица н х и с элементами

-  произвольные комплексные числа.
В частных случаях

N = 1, ReXj =: Не дц = о, (6 )

N S 2, ^^,2 ” ( 7)

формула (5) в явном виде дает решения (3) и (4 ),  соответственно. 
При других значениях н>2 решение (5 ) принимает весьма сложный 
явный вид. Однако, учитывая шдстановку задачи, сразу укажем 
общее-условие стационарности решения (5 ). Непосредственно из 
выражения для Vjj£(x,t) следует, что достаточным условиаа стацио- 
нарюстн (5 ) является требование

im(^j + i/ i6X j) = о или = 1 /1 6 , j  = 1 , . . . ,N, (8)
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так как щж этом зависимость от времени будет определяться 
только функциями cos(4ReXjt) И sin(4Ee^^t). Стационарность 
решения (5) при условии (8) означает, что при любом к имеем 
решение, не распадающееся на простне и двоаные солитоны, в то 
время как при нарушении (8 ) в v (x , t )появятся члены типа exp(i t ), 
которые обусловят распад решения. Заметим, что если все 
будут равны, (5 ) окажется строго периодичным во времени, тогда 
как цри различных ВеА̂  можно говорить только о "многопериодич- 
ности".

Для того чтобы выявить структуру стационаряых решений при 
ц>2 рассмотрим подробнее простейшее, отличное от (3 ) и (4) 
решение, соответствующее в = ?. При выполнении условия (8) и при 
параметрах “ j  удовлетворяющих (6 ) и (7 ) трисоолитонное ре
шение может быть преобразовано из выражения (5) к следующеног 
явновцу виду:

u^^^(x,t) = 4 arctg [ взф[а(х -  х^)] х

шсЬ[Ъ(х - ” Хь')] + ехр[- а(х - х̂ )̂] sinwt
(I) оЬ[ъ(х - X ,)] + ехр[а(х - х^)] alnwt

(9)

где Xjj = Ъ“ ^1п(а + Ъ)/(а -  Ъ ), ш = i  -  Ъ^, a = i l ,  0<1Ъ1<1, 
Xq , X, -  произвольные константы. Это решенью сводится к почти 
линейной комбинации простого и двойного солитонов, когда рас
стояние между последними превышает их размеры. Действительно, 
в случав 1х„ -  х̂ | > |а|“ '', 1ъГ'’ формула (9) переходит в

u^^^(x,t) = 4 arctg exp | а(х - x^)J +

+ 4 arctg Ъ siruot
« ch [Ъ(х - x^)]

TO есть проотой солитон -  "стенка" локализован в окрестности 
x ~Xq, а двойной солягон -  "пульсов" в окрестности х~х^^, 

Солитонные решения урюквнения ( I )  образуют сохраняющуюся 
во времени величину

Е = I нах, где н = (и  ̂ + и?)/2 + (1 -  cos и),
— О в

которую естествство называть энергией солитона, потому что Н 
связана с функцией ь соотношением 
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Н = L -  U|.8li/dTij.,

a L является лагранжианом, приводящим к уравненип ( I ) .  Для 
выяислевия энергии солитоиов удобно воспользоваться методом, 
изложенным в работе /8/. Энергии простого и двойного оолвгонов 

. получаются равными Ej = 8 , Е2  = ieVi -  Далее оказывается, 
что энергия 3-содитона точно равна £3  = 8 + 1 6 -  w^, то есть 
сум1ю энергий "стенки" и "цульсона". Это замечательно тем, что 
хотя 3-солитонное решение нелинейного уравнения ( I ) ,  естествен
но, не есть линейная суперпозиция I -  и 2-солитонню: решений, энер
гия его равна точно сумме энергий этих решений.

До сих пор мы рассматривали 3-солитоя в егс собственной 
системе отрчета, где он является строго периодическим и состав
ляющие его "стенка" и "пульсон" покоятся. Однако, так как sine- 
Gordoa уравнение инвариантно по отношевию к преобразованию Лоренца

х ' = (х -  vf)/h -  t '  = ( t  -  vx)/Kl -  v^,
TO преобразование переменных в решении ( 10 ) дает комбинацию 
"стенки" и "пульсона", бегущих в новой системе отсчета со ско
ростью V. Цри этом расстояние между ними по-прежнему постоянное, 
не зависящее от времени, хотя и изменяется при переходе от одной 
системы отсчета к другой.

Так как условие ( 8 ) носит общий характер, то есть при лю
бом н приводит к стационарности решения (5 ) ,  то утверждения, 
сделанные выше относительно решения (5) для N = ?,при выполнении 
этого условия можно распространять и на случай любого щ)угогон>5.

Итак, мы показали, что sine-Gordon уравнение имеет сколь угод
но много стационарных мультисолитонных решений, сохраняющих свою 
форму во времени. Такие мультисолитоны представляют собой почти 
линейные комбинации простых и двойных солитонов, когда расстоя
ние между последними больше их ращлеров, причем эти расстояния 
постоянны, не зависят от времени, а только меняются при пере
ходе к другим системам отсчета, в которых солитоны движутся с 
одинаковыми скоростями, сохраняя, таким образом, расстояние 
между собой. Энергия мультисолитонов равна точно cyiwe энергий 
слагающих их "стенок" и "пульсонов".

В заключение автор выражает благодарность В. П. Силину за 
руководство работой и В. М. Елеонскому за полезные обсуждения.

Поступила в редакцию 
3 октября 1979 г .
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