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ОКТАВНАЯ ЗАШСЬ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕШ, ЛИРАКА И ЯНГА-МИМСА 

С> Е. Конштейн

УДК 530.145
Приведена единообразная запись уравнений 

Максвелла» ЛЬрака и Яш*а-41иллса с помощью веас- 
социативной алгебры ок^ш. Показано» что решение̂  
1уфта уравнения анписушности для поля №а-Мнл- : 
лса имеет в октавной записи вид чистой калибров­
ки.

В последнее время возник интерес к теориям поля»в которых 
пространство состояний описывается с помощью октав Д /. Хотя та­
кие теории еще фактически не созданы» построены калибровочные мо­
дели единого взаимодействия» основанные на исключительных группах» 
которые допускают реализацию в терминах октав /2/. При этом обыч­
но предполагают» что эти модели можно строить и непосредственно 
при псвиощи октавных полей. Этот интерес обусловлен надеждой по­
лучить унитарность мат|ящн рассеяния в бесцветном секторе уже на 
кинематическом уровне из-за особых правил перемножения октав. 
Цветную группу su (̂3>) прж таких рассмотрениях считают подгруп­
пой группы автомор^змов октав ^ 2 * обратить внимание на
другую подгруппу этой группы -  ^ 0 (4 ), то станет очевидной воз­
можность записывать при помощи октав лоренцевы векторы и спиноры.

Алгеброй октав называется 8-мерная алгебра со следующей таб­
лицей умножения:

•о«а “  ®«*о »  ®о.» « “ 0,1, .7,

®i®j * “ Чз®о *ijlc®k* •••»?»

“  ®dki ”  "  ®jik»

*123 “ ®147 “ *257 ” *36? “ *165 “ *246 “ *354 "

(I)

Алгебре октав является альтерватавяой, т.е . для ассоцяатора лю-
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бнх трех ее элементов <x,y,z} = (aty)z -  x (yz) имеют место ра­
венства /3/:

{x,y,z} = {y,z,x) = -\y,x,z). (2)

Kp<»ie того, для каждых трех октав справедливо соотноменне /3/

(ха)(Ъх) S х(аЪ)х. (3)

Бели некоторые из согласованным образом заменить на 
то равенства (2 ) и (3 ) останутся в силе.

Для каждой октавы х s х̂ в̂  -i- Xĵ ê  можно ввести С01фяженвую 
октаву X = Хдвд -  x^ejj и модуль |х |2 = хх = ^  .

Алгебра, базисом которой служат е^, ш t y i  является
алгеброй кватернионов•

Группа автомо|ф18мов октав, то есть таких отобрежеций октав 
в себя х-^х^, что (ах -i- ру)^ = а х ' + ^ у ' и (ху ' =: x'y^i явля^ 
ется исключительной группой G2* Подгруппа 8тoî  группн, которая 
переводит кватернионн в кватернионн, есть группа so(4 )« На под­
пространстве, натянутом на векторы «41 ®5» %  ж действует 
четырехмерное представление этой группы. Поэтому можно считать, 
что S (1е^, е^, в у  е^) является Лоренц-инвариактным объек­
том.

Рассмотрим теперь следущие Лоренц-инвариантнне октавы:

пространственную координату 

дифференцирование по ней 

электромагнитный потенциал 

ток

напряженность электромагнитного поля

X  3  U  X  .
И И * ( \ )

V = и Д ,

А  — tt^A ^  f С'^а )

J  «  « д .

Сумафование в щяведенных определениях ведется с обычной 
сигнатурой

Несложно с помощью правил умножения ( I )  проверить, что в ло-
ренцевой калибровке 3 4  ~ о имеет место тождество

н н
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и что уравненне

VA = ? ,

7Г = J

(5)

(6)

эквявалевтно уравненням Максвелла.
Если же И8 спинора

1||<, ♦ iijig 

413 + 1414 

<Рг +
<Р4 ♦ 1^3

составить октаву

W = «0(41̂  -  i«Pi) -  «lOlia ♦  + i'Pi)

-  *3(412 -  i<p2) -  “ ®5 f̂3 + ^3)

-  eg(4<4 -  ± 4)4 )  -  *y(i|i3 -  KP3),

TO уравнение

[ l ( V  + A) -  m]4' x= 0

(7)

(8)

эквивалентно nape уравнений: уравнению Дирака его сопряженному» 
Рассмотрим теперь поле Янга-Миллса в эвклидовой области. 

Уравнение антидуальности дня него имеет вид /4/:

(9)

в случае группы su(2), которнй и будет рассматряоаться, <t̂  -  мат­
рицы Паули. Записать уравнение (9) в октавах можно, используя 
30(ч-)-инвариантннй объект = (е^, е^, е^, е^>. Так как теперь 
рассматривается эвклидова ос^шсть, то в множителе i  щж [от­
пала необходимость. Уравнение антидуальности в октавах имеет вид
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7Ж + А =VA + А ( 10)

где viH А определены форноглаш (4 ), в которых суммирование также 
евклидовское, то есть с сигнатурой (+• +, +, +)•

Решение ](уфта /5/ уравнения (9) можно получить, если искать 
решения уравнения (10), имеющие вид чистой калибровки:

(Vвaфf^(x)AQ)вжp(-f^(x)lQ) = AQ7f(x),

1q = 2  ê <r̂ , 
i=1

( I D

где ,f.|(x) -I некоторая скалярная функция, a f  = (5/s)exp2f^ -f 
+ (lV8)e35)(-2f^) + f^/2.

в силу (2) имеет место равенство VA х -A fA^. Так как 
VfA^ X -  A^Vf, то 'А^ X -  (VfA^^CA^Vf), а ЭТО В СИЛУ (3) равно 
-  vf(A^A^)vf X -  5vfvf -  2VfA^vf* ПОЭТОМУ уравнение (10) пхяюбре- 
тает вид -  \  2 V £ 7f х о, или, после замены х* (i/2)inP,

X о«'Семейство решений этого згравнения зависящее от 5N 
параметров имеет вид:

Р = 1 + 2  а^ / (х  -  Х| )̂2.
Ьх1

( 12)

В заключение я благодарю £• С . Фрадкина за ценные обсуждения.
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