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ОТ ПОТЕНЦИАЛА КУЛОНА

К ЭФФЕКТИВНОМУ ВЗАИМОДЕЙСТВИЮ:

ПРИЛОЖЕНИЕ К КОНДЕНСАЦИИ БОЗЕ–ЭЙНШТЕЙНА

С.А. Тригер1,2

На основе кулоновского взаимодействия получено вы-
ражение для эффективного потенциала взаимодействия
“квазиядер”. Рассматриваемая модель представляет со-
бой равновесную кулоновскую систему взаимодействую-
щих электронов и идентичных ядер. При этом исполь-
зуется адиабатическое приближение для ядер, а вза-
имодействие в электронной подсистеме (вырожденной
или невырожденной) может быть сильным. Показано,
что фурье-компонента эффективного парного потенци-
ала между “квазиядрами” при слабом взаимодействии
электронной и ядерной подсистем является разрывной
функцией при волновом векторе q = 0. Разрывность
важна для бозе-конденсированных систем, таких как
HeII и разреженные газы щелочных металлов при тем-
пературах ниже, чем бозе-конденсационный переход, ко-
гда существует макроскопическое количество квазича-
стиц с импульсом q = 0. Показано, что для одночастич-
ных возбуждений может существовать щель в спек-
тре, которая исчезает в нормальном состоянии.

Ключевые слова: кулоновское взаимодействие, эффективный потенциал, конденса-
ция Бозе–Эйнштейна, щель в спектре возбуждений.

Точные модели для описания равновесных систем взаимодействующих частиц име-
ют фундаментальное значение. Наиболее адекватной моделью реальной материи явля-
ется квазинейтральная нерелятивистская система взаимодействующих по закону Ку-
лона электронов и ядер. В кулоновской системе (КС) свойства вещества практически
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полностью контролируются коллективным поведением электронов и ядер. Этот под-
ход в статистической физике изначально развивался в пионерских публикациях [1–3].
Современный взгляд на проблему и расширенный список литературы описаны в [4].

Рассмотрение КС является наиболее общим, поскольку не содержит подгоночных
параметров потенциала взаимодействия. Однако даже в простейшем случае одинако-
вых ядер существует четыре независимых параметра, а именно: параметр взаимодей-
ствия Γ = e2n

1/3
e /T , параметры вырождения для электронов и ядер λe = ~2n

2/3
e /meT ,

λi = ~2Zn
2/3
e /miT и заряд ядер Z, что приводит к большому разнообразию возможных

состояний и особенностей для свойств КС. Для водорода Z = 1 и ситуация более проста
(см. диаграмму, введенную в [5] (см. также, напр., [6])).

Во многих случаях, при относительно низких температурах и плотностях исполь-
зуется модель “простого” (или “нейтрального”, или “обычного”) вещества, которое
представляет собой систему идентичных составных частиц (фактически квазичастиц
для статистических систем, таких как, напр., газ атомов), взаимодействующих друг
с другом через эффективные короткодействующие потенциалы взаимодействия. Мо-
дель “простой” материи может рассматриваться как полезный подход, основанный на
введении квазичастиц (напр., “атомов” в газах и конденсированных фазах вещества),
подходящих для определенного диапазона термодинамических параметров [1, 7]. Ста-
тистическая теория “простой” материи основана на предположении, что потенциалы
взаимодействия “атомов” известны заранее (см., напр., [7]). Хотя такой подход суще-
ственно упрощает описание свойств вещества, он связан с значительной неоднозначно-
стью в определении потенциалов взаимодействия.

Последовательное определение эффективного потенциала взаимодействия “атомов”
непосредственно связано с проблемой перехода от концепции КС (или т.н. “физической”
модели электрон-ядерной материи) к “химической” модели вещества (которая вводит
атомы и молекулы в качестве основных компонентов) и является сложной проблемой.

Как известно, для большого класса КС условие квазинейтральности ne = Znni (где
Zn – заряд ядра или точечного иона), обеспечивает устранение (сокращение) расходя-
щихся членов с нулевым волновым вектором

∑
a,b nanbva,b(q = 0) в ряду теории воз-

мущений. Здесь индексы a, b являются обозначениями для электронов и ядер, взаимо-
действующих через кулоновские потенциалы va,b(q) = eaeb/q

2 (или для электронов и
точечных ионов с зарядом Z в моделях электрон-ионной плазмы). Здесь q – передан-
ный импульс. Однако в [8] было показано, что для совпадения результатов для кано-
нического ансамбля и большого ансамбля условие квазинейтральности недостаточно.
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Необходимо более сильное условие для кулоновских потенциалов

va,b(q = 0) = 0, (1)

позволяющее обеспечить самосогласованное описание КС. По-видимому, условие (1)
впервые было использовано в [2] при рассмотрении термодинамических свойств сла-
бонеидеальной плазмы в большом ансамбле. Условие (1) имеет глубокий физический
смысл, поскольку не существует физического носителя взаимодействия с импульсом
~q = 0.

Установление явной формы потенциала взаимодействия между заряженными части-
цами (закон Кулона), как функции расстояния между ними, в теории поля основано на
преобразовании Фурье уравнений Максвелла. Согласно теории поля кулоновский потен-
циал определяет электростатическое взаимодействие заряженных частиц, поэтому для
определения преобразования фурье-потенциала потенциала кулоновского взаимодей-
ствия используется уравнение Пуассона, которое приводит к следующему результату
для q 6= 0

va,b(q) =
4πeaeb
q2

. (2)

В этом случае значение va,b(q = 0), согласно уравнению Пуассона, остается неопреде-
ленным. Такая неопределенность, на первый взгляд, несущественна, так как согласно
классической теории поля она не сказывается на физически измеряемых величинах.
Кроме того, с учетом (2) легко установить закон Кулона с помощью интегрального
преобразования Фурье

va,b(r) =

∫
d3q

(2π)3
exp(iqr)va,b(q) =

eaeb
r
. (3)

При этом, условие (1) не влияет на форму потенциала кулоновского взаимодействия
(3) в r-пространстве, но играет важную роль для бозе-конденсированных систем, где
конденсация происходит в состояние с q = 0. Однако, как показано в [8] (см. также
[9]), равенство (1) не может быть строго обосновано в рамках классической теории и
требует рассмотрения на основе квантовой электродинамики. При построении стати-
стической теории для квантовой нерелятивистской КС вместо интегрального фурье-
преобразования (2) для кулоновского потенциала, должен использоваться ряд Фурье

va,b(r) =
1

V

∑
q

exp(iqr) va,b(q) =
eaeb
r
. (4)
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В настоящее время при расчете значения va,b(q = 0) в большинстве случаев приня-
то исходить из того, что потенциал va,b(r) известен в том смысле, что его значение
определяется экспериментально законом Кулона. В этом случае согласно определению
преобразования Фурье для потенциала va,b(r) (3)

va,b(q = 0) =

∫
V

d3rva,b(r), lim
V→∞

V −1va,b(q = 0) = 0, (5)

поскольку интеграл в (5) расходится как V 2/3. Исходя из этого, при определении тер-
модинамических свойств слабонеидеальной плазмы в [2] и заряженного бозе-газа [10],
утверждение va,b(q = 0) = 0 было сформулировано из интуитивных соображений с
учетом условия квазинейтральности

∑
a,b nanbva,b(q = 0) в термодинамическом пределе.

Следуя [9], для решения задачи о значении va,b(q = 0) = 0 обратимся к результатам
квантовой теории поля, согласно которой заряженные частицы взаимодействуют друг с
другом через квантованное электромагнитное поле. В квантовой статистической элек-
тродинамике [11] можно говорить о соответствии функции Грина для квантованного
электромагнитного поля Dµ,ν(k) (µ, ν = 0, 1, 2, 3; k = (ω/c,q)) и потенциалов взаимо-
действия между заряженными частицами. При этом следует использовать дискретное
представление по импульсам (см. (4)) [9]. В этом случае 4-вектор потенциала, соответ-
ствующий квантованному электромагнитному полю, не содержит члена с q = 0. Следо-
вательно, волновой вектор q в функции Грина Dµ,ν(k) не может быть нулем, поскольку
не существует физической субстанции, которая является носителем взаимодействия,
которое приводит к передаче нулевого импульса.

В присутствии ансамбля заряженных частиц функция Грина квантованного элек-
тромагнитного поля D(0)

00 (k) = 4π/k2εl(k), где εl(k) – продольная диэлектрическая про-
ницаемость системы заряженных частиц описывает экранированное кулоновское вза-
имодействие [1]. Таким образом, согласно квантовой статистике в электродинамике
утверждение (1) для va,b(q = 0) выполняется в том смысле, что потенциалы кулоновско-
го взаимодействия va,b(r) можно записать в виде ряда Фурье (4), в котором отсутствует
член с q = 0. Подробное обсуждение соотношения (1) и условия квазинейтральности
недавно проведено в [5] на основе [8, 9].

Следовательно, возникает существенный для рассмотрения бозе-конденсированных
систем из составных бозонов с нулевым импульсом вопрос о влиянии соотношения (1)
на форму эффективного потенциала.

Рассмотрим простую модель эффективного потенциала для случая слабого куло-
новского взаимодействия между электронной и ядерной подсистемами. Из-за разницы
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масс (me � Mn, где me и Mn – массы электрона и ядра соответственно) использу-
ем адиабатическое приближение. Как известно, преобразование Фурье эффективного
потенциала veff

n,n между ионами (или ядрами) можно записать в виде

veff
n,n(q) = vn,n(q) + v2

e,n(q)
Πe(q)

εle(q)
, εle(q) ≡ 1− ve,e(q)Πe(q), (6)

где Πe(q) – поляризационная функция электронной жидкости с произвольно сильным
взаимодействием, ve,n = −4πZne

2/q2 и vn,n = 4πZ2
ne

2/q2. Согласно соотношению (1)
значение veff

n,n(q = 0) = 0, так как Πe(q = 0) конечно. В то же время, для q → 0 из (6)
мы приходим к ненулевому значению veff

n,n(q→ 0)

veff
n,n(q→ 0) = − Z2

n

Πe(q=0)
. (7)

Учитывая, что длинноволновый предел поляризационной функции связан с длиной
экранирования Rsc равенством Πe(q = 0) = −1/(4πe2R2

sc), мы находим разрыв в точке
q = 0 для эффективного потенциала ядер, который равен

∆ = veff
n,n(q→ 0)− veffn,n (q ≡ 0) = Z2

n4πe2
eR

2
sc. (8)

Для вырожденной электронной подсистемы со слабым взаимодействием длина экра-
нирования равна Rsc = 1/kTF = (εF/6πnee

2)1/2, где εF – энергия Ферми. Для ти-
пичной электронной плотности в металлах ne ' 5 · 1022 = 7.5 · 10−3/a3

0 значение
Rsc ' 1.3 · 10−8 ' 2.4 a0 и экранирование является очень эффективным. Характери-
стическое значение ∆ ' Z2

n · 30.1 · e2 a2
0 и характеристическую энергию щели в спектре

E∆ можно оценить как E∆ ≥ γnn · ∆ ' 0.4γZ3
nRy, где γ = nc/nn – отношение ко-

личества частиц (в рассматриваемой модели ядер) в конденсате nc к полному числу
частиц (ядер) nn. Появление щели в спектре одночастичных возбуждений было пред-
сказано в работах [12, 13]. Согласно этому предсказанию одночастичные возбуждения и
фонон-ротонные коллективные возбуждения имеют различную форму в системах, где
существует бозе-эйнштейновский конденсат. Наличие щели между конденсатом и воз-
бужденными состояниями квазичастиц может обеспечивать сверхтекучесть при доста-
точно низкой скорости потока конденсата, а соответствующий критерий сверхтекучести
Ландау приводит к исчезновению сверхтекучего движения при nc → 0. Учет сильного
электрон-ядерного взаимодействия, при котором появляются атомы, на основе куло-
новской модели вещества будет дан в отдельной работе.

Таким образом, в настоящей работе показано, что фурье-компонента эффективного
парного потенциала между “квазиядрами” является разрывной функцией при волновом
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векторе q = 0, что приводит к существованию щели в спектре одночастичных возбуж-
дений для бозе-конденсированных систем.
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