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Ì.Â. Êóçåëåâ

Îáíàðóæåíî, èññëåäîâàíî è îáúÿñíåíî íîâîå ÿâëåíèå �
êâàíòîâîå áåññòîëêíîâèòåëüíîå çàòóõàíèå ëåíãìþðîâ-
ñêèõ âîëí â ýëåêòðîííîé âûðîæäåííîé ïëàçìå. Ïîêàçàíî,
÷òî êâàíòîâîå çàòóõàíèå ïðîèñõîäèò â êîðîòêîâîëíî-
âîé ÷àñòè ñïåêòðà, ò.å. èìååò ïîðîã ïî âîëíîâîìó ÷èñ-
ëó. Íàéäåíû ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ êâàíòîâîãî äèñïåðñèîí-
íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷àñòîò ëåíãìþðîâñêèõ
âîëí. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòîò
è äåêðåìåíòîâ çàòóõàíèÿ âîëí â ðàçëè÷íûõ äèàïàçîíàõ
âîëíîâûõ ÷èñåë.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëåíãìþðîâñêèå âîëíû, êâàíòîâîå ÷åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèå è ïîãëî-
ùåíèå.

Èçâåñòíî, ÷òî â èçîòðîïíîé âûðîæäåííîé ïëàçìå áåññòîëêíîâèòåëüíîå çàòóõàíèå
(çàòóõàíèå Ëàíäàó) ëåíãìþðîâñêèõ âîëí ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò [1]. Ýòî îáóñëîâëåíî
òåì, ÷òî ôàçîâûå ñêîðîñòè âîëí ïðåâûøàþò ñêîðîñòü Ôåðìè VF = (3π2)1/3~n1/3

0e /m, à
÷àñòèö ñî ñêîðîñòÿìè áîëüøå VF â ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîé ïëàçìå íåò. Íàïðèìåð, â
ýëåêòðîííîé âûðîæäåííîé ïëàçìå â êîðîòêîâîëíîâîé îáëàñòè ÷àñòîòà ω ëåíãìþðîâñêîé
âîëíû, íàçûâàåìîé íóëåâûì çâóêîì, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé [2]
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, kVF > ωLe, (1)

ãäå K � âîëíîâîå ÷èñëî, à ωLe =
√

4πe2n0e/m � ýëåêòðîííàÿ ëåíãìþðîâñêàÿ ÷àñòîòà.
Ïîýòîìó ñêîðîñòü ω/k õîòÿ áû íà ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëóþ âåëè÷èíó, íî ïðåâûøàåò ñêî-
ðîñòü Ôåðìè. Ñëåäîâàòåëüíî óñëîâèå ÷åðåíêîâñêîãî ðåçîíàíñà v = ω/k, ãäå v < VF �
ñêîðîñòü ýëåêòðîíà, âûïîëíåíî áûòü íå ìîæåò, à áåññòîëêíîâèòåëüíîå çàòóõàíèå âîë-
íû ïðîèñõîäèò èìåííî íà ýëåêòðîíàõ, íàõîäÿùèõñÿ ñ âîëíîé â óñëîâèÿõ ÷åðåíêîâñêîãî
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ðåçîíàíñà. Ïðè ó÷åòå êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ óñëîâèå ÷åðåíêîâñêîãî ðåçîíàíñà ïðè ïîãëî-
ùåíèè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [3]

v =
ω

k
− ω~

k
, (2)

ãäå ω~ = ~k2/2m � âàæíàÿ äëÿ äàëüíåéøåãî êâàíòîâàÿ ÷àñòîòà. Óñëîâèå (2), íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî k, äëÿ ñïåêòðà (1) ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ, à ïîýòîìó âîçíèêàåò áåññòîëêíîâè-
òåëüíîå çàòóõàíèå íóëåâîãî çâóêà, èìåþùåå ÷èñòî êâàíòîâóþ ïðèðîäó. Ðàññìîòðåíèþ
ýòîãî êâàíòîâîãî ýôôåêòà ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Ïðåæäå ÷åì èçëîæèòü îñíîâíîé ìàòåðèàë ðàáîòû, óòî÷íèì ñìûñë êâàíòîâîãî óñëî-
âèÿ ÷åðåíêîâñêîãî ïîãëîùåíèÿ (2). Ïóñòü ýëåêòðîí ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ âîëíîé ïîëó-
÷àåò îò íåå ýíåðãèþ ε > 0 è èìïóëüñ ~π, ñâÿçàííûå îáùèì ñîîòíîøåíèåì òåîðèè âîëí
~π = ε~k/ω. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ïðè ïîãëîùåíèè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

w′ = w + ε, ~p′ = ~p + ~π, (3)

ãäå w, ~p � ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ýëåêòðîíà äî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âîëíîé, à w′, ~p′ � òå æå
âåëè÷èíû ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî w = p2/2m, w′ = p′2/2m è ~p = m~v, èç
ñîîòíîøåíèé (3) íàõîäèì

ω − ~k~v =
εk2

2mω
. (4)

Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü ε = ~ω è ~k~v = kv, òî ôîðìóëà (4) ïåðåéäåò â óñëîâèå (2).
Òàêèì îáðàçîì êâàíòîâàÿ ïîïðàâêà â óñëîâèè ïîãëîùåíèÿ (2) ñâÿçàíà ñ êîíå÷íîñòüþ
ýíåðãèè ε, ïåðåäàâàåìîé îò âîëíû ýëåêòðîíó. Èìååòñÿ è îáðàòíûé ïðîöåññ � êâàíòîâîå
÷åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèå, óñëîâèå êîòîðîãî èìååò âèä (4), íî ñî çíàêîì ìèíóñ ïåðåä
ïðàâîé ÷àñòüþ. Íèæå ó÷èòûâàþòñÿ îáà ïðîöåññà, êàê ïîãëîùåíèå, òàê è èçëó÷åíèå.

Èñõîäèì èç èçâåñòíîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòû ω ïðî-
äîëüíûõ ëåíãìþðîâñêèõ êîëåáàíèé êâàíòîâîé ïëàçìû [1, 2]

1− ω2
Le

∫
f0(~p)d~p

(ω − ~k~v)2 − ω2
~

= 0, (5)

ãäå f0(~p) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ ïî èìïóëüñàì. Èíòåãðèðîâàíèå â (5)
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî êîíòóðó, îïðåäåëÿåìîìó ïðàâèëîì Ëàíäàó. Ïåðåéäåì îò èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî èìïóëüñó ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ñêîðîñòè ~v, êîîðäèíàòíóþ îñü z íàïðàâèì
âäîëü âåêòîðà ~k, ò.å. ïîëîæèì ~k = {0, 0, k}, è âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî vx è vy. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

1− ω2
Le

k2

+∞∫

−∞

f̃0(vz)dvz

(vz − v1)(vz − v2)
= iπ

ω2
Le

k2

f̃0(v1)− f̃0(v2)

ω~/k
. (6)
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Çäåñü v1,2 = ω/k ± ω~/k, à f̃0(vz) � ôóíêöèÿ, ïîëó÷àþùàÿñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ôóíêöèè
f0(~v) ïî vx è vy. Èíòåãðèðîâàíèå â (6) îñóùåñòâëÿåòñÿ âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (6) îïèñûâàåò áåññòîëêíîâèòåëüíîå çàòóõàíèå âîëí â êâàíòîâîé ïëàç-
ìå. Ýëåêòðîíû, ó êîòîðûõ vz ≈ v1, èçëó÷àþò ïëàçìåííóþ âîëíó. Ìåõàíèçìîì ÿâëÿåòñÿ
÷åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèå. Ýëåêòðîíû, ó êîòîðûõ vz ≈ v2, ïîãëîùàþò ïëàçìåííóþ âîëíó
� ìåõàíèçì ÷åðåíêîâñêèé. Â öåëîì, â êâàíòîâîé ïëàçìå, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå,
áåññòîëêíîâèòåëüíîå çàòóõàíèå îáóñëîâëåíî êîíêóðåíöèåé ïðîöåññîâ èçëó÷åíèÿ è ïî-
ãëîùåíèÿ. Ïðè ω~ → 0 êâàíòîâîå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêîå
äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ïëàçìåííûõ âîëí òåîðèè Âëàñîâà�Ëàíäàó [2].

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6) ìàëà, òî äëÿ ìíèìîé ÷àñòè ÷àñòîòû èç (6) èìååì

Imω = iπ
ω2

Le

k2

(
∂D(ω0)

∂ω

)−1
f̃0(ω0/k + ω~/k)− f̃0(ω0/k − ω~/k)

ω~/k
, (7)

ãäå ω0 � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ÷àñòîòû, à D(ω) � ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6). Â êëàññè÷å-
ñêîì ïðåäåëå èç (7) ïîëó÷àåòñÿ èçâåñòíàÿ ôîðìóëà äëÿ äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ Ëàíäàó
ëåíãìþðîâñêèõ âîëí [2].

Â ñëó÷àå âûðîæäåííîé ïëàçìû

f̃0(vz) =
3

4VF

(
1− v2

z

V 2
F

)
, v2

z ≤ V 2
F , (8)

(ïðè v2
z > V 2

F èìååì f̃0(vz) ≡ 0) è óðàâíåíèå (6) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

1 +
3

4κ2

[
2 +

ξ2
1 − 1

ξ1 − ξ2

lnξ1 − 1

ξ1 + 1
+

ξ2
2 − 1

ξ2 − ξ1

lnξ2 − 1

ξ2 + 1

]
= (9)

= −i
3π

4

(ξ2
1 − 1)θ(ξ1)− (ξ2

2 − 1)θ(ξ2)

µκ
,

ãäå

ξ1,2 =
Ω

κ
± µ

κ
, θ(ξ) =

{
0, (Reξ)2 > 1 + (Imξ)2

1, (Reξ)2 ≤ 1 + (Imξ)2.
(10)

Â (9) è (10) èñïîëüçîâàíû áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû

Ω =
ω

ωLe

, κ =
kVF

ωLe

, µ =
ω~
ωLe

=
1

4
ηκ2, (11)

à

η =
~ωLe

εF

≈
(

e2n
1/3
0e

εF

)1/2

(12)
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� ãàçîâûé ïàðàìåòð. Îñíîâíîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè èñõîäíîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâ-
íåíèÿ (5) ñâîäèòñÿ ê ìàëîñòè ãàçîâîãî ïàðàìåòðà (12) [1, 2].

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (9) âîçíèêëà èç-çà ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Ëàíäàó: îíà ðàâíà
ñóììå èíòåãðàëîâ ïî çàìêíóòûì êîíòóðàì âîêðóã ïîëþñîâ ξ = ξ1,2, ëåæàùèõ â íèæíåé
ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ξ = vz/VF âíå îáëàñòè, ãäå ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ (8) ðàâíà íóëþ, ÷òî ó÷èòûâàåòñÿ ìíîæèòåëÿìè θ(ξ1,2).

Êâàíòîâûå ýôôåêòû òåì ñèëüíåå, ÷åì áîëüøå ïàðàìåòð µ â (11), ïîýòîìó ïðîÿâ-
ëÿòüñÿ îíè äîëæíû â äîñòàòî÷íî êîðîòêîâîëíîâîé îáëàñòè, ïðè κ > 1. Èìååòñÿ, îäíà-
êî, îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó áåçðàçìåðíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà κ. Ðàññìîòðèì åùå îäèí
ïàðàìåòð

µ

κ
=

ω~
kVF

≈ 〈r〉
λ

, (13)

ãäå λ = 2π/k � äëèíà ëåíãìþðîâñêîé âîëíû, à 〈r〉 = n
−1/3
0e � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó ýëåêòðîíàìè. Â ñëó÷àå ëåíãìþðîâñêèõ âîëí, îáóñëîâëåííûõ íàðóøåíèåì êâàçèíåé-
òðàëüíîñòè â îáúåìàõ, ñîäåðæàùèõ áîëüøîå ÷èñëî ÷àñòèö, îòíîøåíèå (13) ìàëî ïî
îïðåäåëåíèþ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó îãðàíè÷åíèå µ/κ = ηκ/4 < 1 (à òàêæå
η < 1).

Ðèñ. 1: Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (9): (a) � η = 0.5, (á) � η = 0.05;
Re Ω � îáû÷íàÿ ëèíèÿ, |Imω| � æèðíàÿ ëèíèÿ, ëèíèÿ íóëåâîãî çâóêà Ω = κ � øòðèõ-
ïóíêòèð.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9). Íà ðèñ. 1 äëÿ
äâóõ ñëó÷àåâ η = 0.5 (ðèñ. 1(à)) è η = 0.05 (ðèñ. 1(á)) èçîáðàæåíû äåéñòâèòåëüíàÿ
è ìíèìàÿ ÷àñòè áåçðàçìåðíîé êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû Ω(κ) è ïðÿìàÿ íóëåâîãî çâóêà
Ω = κ(ω = kVF ). Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ êâàíòîâîãî ïàðàìåòðà µ, ïðè îäíîì è
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Ðèñ. 2: Áåçðàçìåðíîå ïîðîãîâîå âîëíîâîå ÷èñëî â çàâèñèìîñòè îò îáðàòíîãî ãàçîâîãî
ïàðàìåòðà.

òîì æå çíà÷åíèè κ êâàíòîâûå ýôôåêòû òåì ñèëüíåå, ÷åì áîëüøå ãàçîâûé ïàðàìåòð η.
Íà ðèñ. 1 ìîæíî âûäåëèòü òðè õàðàêòåðíûå îáëàñòè: ïåðâàÿ � äëèííîâîëíîâàÿ îáëàñòü
íåçàòóõàþùèõ ëåíãìþðîâñêèõ âîëí; âòîðàÿ � ïðîìåæóòî÷íàÿ îáëàñòü (âáëèçè ïîðîãà
âîçíèêíîâåíèÿ çàòóõàíèÿ) ñëàáîçàòóõàþùåé âîëíû òèïà íóëåâîãî çâóêà; òðåòüÿ � êîðîò-
êîâîëíîâàÿ îáëàñòü ñèëüíîçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé, êîòîðûå ê âîëíîâûì âîçìóùåíèÿì
ìîæíî îòíåñòè òîëüêî óñëîâíî. Âòîðàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ îáëàñòü âèäíà òåì îò÷åòëèâåå,
÷åì ìåíüøå ïàðàìåòð η (ò.å. ÷åì ìåíüøå êâàíòîâûå ýôôåêòû), ÷òî âèäíî èç ñðàâíåíèÿ
ðèñ. 1(à) è ðèñ. 1(á). Òðåòüÿ îáëàñòü ñóùåñòâåííî êâàíòîâàÿ, îíà ìîæåò áûòü ïðîäîë-
æåíà â îáëàñòü åùå áîëåå êîðîòêèõ äëèí âîëí, âïëîòü äî κ ∼ 4/η (êîãäà ïàðàìåòð (13)
ïðèáëèæàåòñÿ ê åäèíèöå).

Äëÿ òðåõ óêàçàííûõ õàðàêòåðíûõ îáëàñòåé óäàåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷å-
ñêèå ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (9). Â ïåðâîé äëèííîâîëíîâîé îáëàñòè èìååì
èçâåñòíûé ñïåêòð [1, 2] (ïðèâîäèì â áåçðàçìåðíîé è ðàçìåðíîé ôîðìàõ)

Ω =

√
1 +

3

5
κ2 +

1

16
η2κ4 → ω =

√
ω2

Le +
3

5
k2V 2

F +

(
~k2

2m

)2

. (14)

Â òðåòüåé êîðîòêîâîëíîâîé îáëàñòè êîìïëåêñíûé ñïåêòð ñèëüíîçàòóõàþùèõ êâàíòîâûõ
êîëåáàíèé îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì:

Ω = µ +

√
2

3π
(1− i)

√
µκκ → ω = ω~ +

√
2

3π
(1− i)

(
ω~kVF

ω2
Le

)1/2

kVF . (15)
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Ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóëû (15) áûëî ó÷òåíî, ÷òî â êîðîòêîâîëíîâîé îáëàñòè ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (9) ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.

Äëÿ ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (9) â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè âîëíîâûõ
÷èñåë óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåííîé ôîðìóëîé (7), ïîñêîëüêó âáëèçè ïîðîãà
çàòóõàíèÿ ìíèìàÿ ÷àñòü ó ÷àñòîòû ìàëà. Ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóåò îïðåäåëèòü ïîðîãî-
âîå çíà÷åíèå, îáîçíà÷èì åãî κF . Ñäåëàåì ýòî äëÿ ïî÷òè êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ η ¿ 1,
êîãäà áåçðàçìåðíîå âîëíîâîå ÷èñëî κ ∼ κF äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ïðèðàâíèâàÿ ëåâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (9) íóëþ, íàõîäèì èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòîòû
íóëåâîãî çâóêà

Ω = κ

[
1 + 2 exp

(
−2

3
κ2 − 2

)]
(16)

èëè â ðàçìåðíîì âèäå (1). Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå (16) â óñëîâèå ÷åðåíêîâñêîãî ïîãëîùåíèÿ,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðîãîâîãî âîëíîâîãî ÷èñëà κF :

F (κ) ≡ ηκ− 8 exp

(
−2

3
κ2 − 2

)
= 0. (17)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Íàïîìíèì, ÷òî çàòóõàíèå âîçíèêàåò ïðè
κ > κF , èëè â ðàçìåðíîì âèäå ïðè k > κF ωLe/VF . Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ (16) â ôîðìóëó
(3.6), íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ íóëåâîãî çâóêà â âûðîæäåííîé
ïëàçìå

ImΩ = −i
π

8
κF (κ) → Imω = −i

π

2
kVF

[
ω~

kVF

− 2 exp

(
−2

3

k2V 2
F

ω2
Le

− 2

)]
. (18)

Ôîðìóëà (18) ñïðàâåäëèâà òîëüêî ïðè κ > κF ; ïðè κ < κF ñëåäóåò ïîëàãàòü Im ω ≡ 0.
Ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû (14)�(18) õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (9).

Â çàêëþ÷åíèå âûñêàæåì ïðåäïîëîæåíèå î ñòðóêòóðå ÷àñòîòíûõ ñïåêòðîâ ðàññìîò-
ðåííûõ ëåíãìþðîâñêèõ âîëí â åùå áîëåå êîðîòêîâîëíîâîé îáëàñòè, êîãäà ïàðàìåòð
(13) ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì è ïðåäñòàâëåíèå î ñàìîñîãëàñîâàííîì ïîëå ñòàíîâèòñÿ íåêîð-
ðåêòíûì. Â ýòîì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ïëàçìû ïðîèñõîäèò òîëüêî çà ñ÷åò
ñòîëêíîâåíèé. Åñëè æå òàêîâûå îòñóòñòâóþò, òî ÷àñòîòà ïðîäîëüíûõ êâàíòîâûõ êîëå-
áàíèé ïëàçìû îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ω = ω~. (19)

Â îòëè÷èå îò êîëëåêòèâíûõ ëåíãìþðîâñêèõ êîëåáàíèé âîëíû (19) ÿâëÿþòñÿ îäíî÷à-
ñòè÷íûìè [1, 2]. Òàêèì îáðàçîì ïðè óâåëè÷åíèè âîëíîâîãî ÷èñëà k ôîðìóëà (15) ïðåä-
ïîëîæèòåëüíî èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k, âòîðîå ñëàãàå-
ìîå ïðåñòàåò íàðàñòàòü, à çàòåì âîîáùå óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ.
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